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无约束优化问题（unconstrained optimization）

min
$∈ℝ'

((*)

(:ℝ- → ℝ 光滑函数（smooth function）

• 称*∗为全局最优点，如果( *∗ ≤ ( * ,∀* ∈ ℝ-

• 称*∗为局部最优点，如果存在*∗的一个邻域3使得( *∗ ≤

( * ,∀* ∈ 3
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线搜索方法（line search）

构造一系列收敛序列{*5}收敛到最优点*∗，每次对于当前的状

态*5，选择优化方向75，以及优化步长8，最终使得

min
9:;

((*5 + 875)

置信域方法（trust region）

在*5附近构造一个模型函数（model function）=5作为f在*5附

近的一个估计，当然这个估计只能在局部是比较好的，然后我们去求解

下述子问题

min
>
=5 *5 + 7 , 			@ℎBCB	*5 + 7	DEBF	EG	HℎB	HCIFH	CBJEKG
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在线搜索(line search)方法中，主要的迭代为

*5LM = *5 + 8575

成功的线搜索方法取决于方向75和步长(step length)85的选择。

大多数线搜索算法中，要求 75 是一个下降方向(descent direction)，

即75
OP(5 < 0,一般而言，要求线搜索的方向有下述形式

75 = −T5
UMP(5

其中T5是一个对称的满秩矩阵（symmetric and nonsingular）

• steepest descent method: V

• Newton’s method: the exact Hessian PW((*5)

• Quasi-Newton method: an approximation to the Hessian that is 

updated at every iteration by means of a low-rank formula. 
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在确定了搜索方向75的情况下，我们来讨论每次的步长85，理想的情况我

们希望对下述函数求到最小值

X(8) = ((*5 + 875)

直接求解上述函数的最小值的方法叫做精确线搜索，然而这需要耗费大量

的计算，所以我们一般采用非精确线搜索(inexact line search)

• 函数应当有充分的下降

• 步长不宜太小
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首先，我们希望目标函数值能够有足够的下降（sufficient decrease）

((*5 + 875) ≤ ((*5) + YM8P(5
O75

常数YM ∈ (0,1)。将上述条件称为Armijo条件，不等式的右边记为D(8)，是

一个斜率为YMP(5
O75 < 0的线性函数，从而Armijo条件意味着

X(8) ≤ D(8)

实际应用中，我们一般将YM取得很小，例如YM = 10U[.



�	�������
���

�	���� ���������




�	�������
���

curvature condition
然而，当8取得很小的时候，Armijo条件成立，但是这并不是理想

的步长，所以我们引入curvature condition，即

P((*5 + 875)O75 ≥ YWP(5
O75

常数YW ∈ (YM,1)。不等式的左边恰好是X′(8)，那么上述不等式意味着

X′(8)应该要大于YW倍X′(0)。

YW = 0.9		

@ℎBG	FB`CYℎ	aECBYHEKG	EF	YℎKFBG	bc	dB@HKG	KC	eI`FE − dB@HKG	

YW = 0.1	

@ℎBG	FB`CYℎ	aECBYHEKG	EF	KbH`EGBa	(CK=	GKGDEGB`C	YKGfIJ`HB	JCaEBGH	

=BHℎKa	
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curvature condition
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Wolfe conditions
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Wolfe conditions
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Wolfe conditions
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Wolfe conditions
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Goldstein conditions
与Wolfe conditions类似，Goldstein conditions也是一种可以保证

sufficient decrease并且步长8	不会太小的方法，即

((*5) + (1 − Y)8P(5
O75 ≤ ((*5 + 875) ≤ ((*5) + Y8P(5

O75

其中0 < Y < 0.5
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Goldstein conditions
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Backtracking line search
在实际应用中，我们为了提高效率，会选在抛弃掉Wolfe

conditions的第二个条件，只使用sufficient decrease conditions来求取最优

步长，常用的方法为backtracking methods。

一般而言，在Newton’s method和quasi-Newton’s method中我们选择8h = 1，

在steepest descent和conjugate gradient方法中我们可能会有其他的选择。

i的取值往往随循环数的变化而变化，我们需要保证i ∈ ijk, ilm , 0 < ijk <

ilm < 1.
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Steepest descent
在最速下降法（steepest descent method）中，线搜索方向为

75 = −P(5

故主要的迭代公式为

*5LM = *5 − 85P(5
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Steepest descent
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Steepest descent
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Newton’s method
在牛顿法（Newton’s method）中，线搜索方向为

75 = −(PW((*5) )UMP(5
这是因为考虑(在*5附近的二阶泰勒展开近似，从而有

( * ≈ ( *5 + P(5
o * − *5 +

1
2
* − *5 ′PW((*5) * − *5

对上式右边求最小值，从而

P(5
o + PW( *5 * − *5 = 0

从而，主要的迭代公式为

*5LM = *5 − (PW((*5) )UMP(5
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Newton’s method
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Newton’s method
收敛性：局部二阶收敛
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Newton’s method
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Newton’s method
如果海色矩阵PW((*5)不正定，那么牛顿法可能出现迭代方

向并不是下降方向的情况，此时我们需要考虑从将海瑟矩阵修正成
一个正定矩阵，算法框架如下：
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Newton’s method
一种修正方法如下：

PW((*5) +qV
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共轭梯度法(conjugate gradient method) 是一种用于求解线性方程组的

迭代方法，记线性方程组为

!" = $

那么上述问题等价于求解优化问题

%&'( " =
1
2
"+!" − $+"

我们引入记号

- " = .( " = !" − $

当" = "/时，记

-/ = !"/ − $
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我们称一系列非零向量{12, 14,… , 16}是关于正定矩阵A共轭的，如果他

们满足：

18
+!19 = 0, ;<-	>??	& ≠ A

显然共轭的向量组也是线性无关的向量组。
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共轭方向法是指对于给定的点x2 ∈ ℝE,一系列关于正定矩阵A共轭的非

零向量组{12, 14,… , 16}，那么我们生成序列

"/F4 = "/ + H/1/

其中H/是使得函数( " =
4

I
"+!" − $+"最小化的步长，所以

H/ = −
-/
+1/

1/
+!1/

那么可以证明，对于任意的按照上述方式生成的序列{"/},该序列收敛

到"∗是线性方程组!" = $的解，并且上述算法最多在n步收敛。
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问题的关键是选择一系列关于正定矩阵A共轭的非零向量组

{12, 14,… , 16}，共轭梯度法最巧合的是每一个方向1/仅与前一个方向

1/K4相关，即假设：

1/ = −-/ + L/1/K4

L/满足条件使得1/与1/K4关于矩阵A共轭，从而解出

L/ =
-/
+!1/K4

1/K4
+ !1/K4



�	�������
���

�����



�	�������
���

�����



�	�������
���

�����

Remark:

• 共轭梯度法更适合数据容量比较大的情况。一般数据容量的情况

下高斯消元法或者Cholesky分解等方法更适合。

• 可以证明，如果A有r个不同的特征值，共轭梯度法最多在r步内收

敛。
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拟牛顿法（quasi-Newton method）是基于牛顿法基础上的一系列改进

方法，对于普通牛顿法而言

!" = − %&' ("
)*%' ("

• 需要涉及到矩阵求逆

• 海瑟矩阵不正定

拟牛顿法的基本思路是估计海瑟矩阵或者海瑟矩阵的逆。
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在迭代的点("处用函数的二阶泰勒展开近似函数，得到

m" ! = '" + %'"-! +
1
2!

-0"!

其中0"是海瑟矩阵的一个估计，我们需要在每一轮迭代中对其进行更
新，根据牛顿法，搜索方向!"可以表示为

!" = −0")*%'"
下一个状态为

("1* = (" + 2"!"
对于下一个状态，我们同样可以用二阶泰勒展开去近似函数：

m"1* ! = '"1* + %'"1*- !+ 1
2!

-0"1*!
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我们希望这两个近似具有一定的相似性，所以要求

%3"1* −2"!" = %'"1* − 2"0"1*!" = %'"
移项得到

2"0"1*!" = %'"1* − %'"
令

s" = ("1* − (" = 2"!", 			 7" = %'"1* − %'"
那么上式可以简记为

0"1*8" = 7"
如果记9: = 0")*,那么9:估计的是海瑟矩阵的逆，并且满足关系

9:1*7" = 8"
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我们希望9:1*与9:是接近的，因为这两个近似是相近的，所以9:1*应
当满足条件

min= ||9 −9"||
8. @.9 = 9-,97" = 8"

可以求出，9:1*与9:应当满足下述关系
9"1* = 1− A"8"7"- 9" 1 − A"7"8"- + A"8"8"-

其中A: = *
BCDEC
,上述更新公式称为BFGS更新公式。
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法律声明

o 本课件包括：演示文稿，示例，代码，题库，视频和声
音等，小象学院拥有完全知识产权的权利；只限于善意
学习者在本课程使用，不得在课程范围外向任何第三方
散播。任何其他人或机构不得盗版、复制、仿造其中的
创意，我们将保留一切通过法律手段追究违反者的权利。

o 课程详情请咨询

n 微信公众号：小象

n 新浪微博：ChinaHadoop
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约束最优化问题

约束最优化（constrained optimization）问题的标准形式为：

min
$∈ℝ'

𝑓 𝑥 		𝑠. 𝑡. .𝑐0 𝑥 = 0, 𝑖 ∈ ℰ
𝑐0 𝑥 ≥ 0, 𝑖 ∈ ℐ

其中f和𝑐0是光滑的实值函数，ℰ和ℐ是两个指标集，我们称𝑓(𝑥)为目标函

数（objective function），称𝑐0 𝑥 = 0, 𝑖 ∈ ℰ为等式约束（equality 

constraints），称𝑐0 𝑥 ≥ 0, 𝑖 ∈ ℐ为不等式约束（inequality constraints）。

我们定义满足所有约束条件的x为可行点（feasible point），所有可行点

组成的集合为可行域（feasible set），记为：

Ω = 𝑐0 𝑥 = 0, 𝑖 ∈ ℰ, 𝑐0 𝑥 ≥ 0, 𝑖 ∈ ℐ
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约束最优化问题

定义（激活集） 所有等式约束和不等式约束取等的情况为激活

集(active set)，记为

𝒜 𝑥 = ℰ ∪ {𝑖 ∈ ℐ|𝑐0 𝑥 = 0}

定义（LICQ条件） 对于点x和激活集𝒜 𝑥 ，如果激活集的梯度向

量，即

{𝛻𝑐0 𝑥 ,𝑖 ∈ 𝒜 𝑥 }

线性无关，那么称LICQ(linear independence constraint qualification)

条件成立.
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KKT条件

定义约束优化问题的拉格朗日函数为

ℒ 𝑥, 𝜆 = 𝑓 𝑥 − D 𝜆0𝑐0 𝑥
0∈ℰ∪ℐ
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KKT条件

称最后一个条件为互补性条件，它说明约束优化问题的解，或者𝜆0∗等于

零，或者这个点是激活集中的点。
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KKT条件
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KKT条件

Q：对于一个最优解𝑥∗而言，𝜆0∗的意义是什么？

假设𝑥∗(𝜖)是对𝑥∗的一个扰动，那么
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对偶问题

考虑只有不等式约束的情况：

min
$∈ℝ'

𝑓 𝑥 		𝑠. 𝑡. 		𝑐0 𝑥 ≥ 0, 𝑖 ∈ 1,2, … ,𝑚

令

𝑐 𝑥 ≝ (𝑐L 𝑥 , 𝑐M 𝑥 , … , 𝑐N (𝑥))O

那么问题简写为

min
$∈ℝ'

𝑓 𝑥 		𝑠. 𝑡. 		𝑐(𝑥) ≥ 0

记其拉格朗日函数为

ℒ 𝑥, 𝜆 = 𝑓 𝑥 − 𝜆O𝑐(𝑥)
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对偶问题

定义对偶问题的目标函数为

𝑞 𝜆 ≝ 𝑖𝑛𝑓ℒ 𝑥, 𝜆

其中𝑞 𝜆 	的定义域为

𝐷 ≝ {𝜆|𝑞 𝜆 > −∞}

从而原优化问题的对偶问题为

max
W∈ℝ'

𝑞(𝜆) 				𝑠. 𝑡. 	𝜆 ≥ 0



互联网新技术在线教育领航者

对偶问题

考虑问题

min
($X,$Y)

0.5(𝑥LM + 𝑥MM) 			𝑠. 𝑡. 𝑥L − 1 ≥ 0
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对偶问题

线性规划（linear programming）

P:       min𝑐O𝑥		𝑠. 𝑡. 	𝐴𝑥 − 𝑏 ≥ 0

D:       max𝑏O𝜆		𝑠. 𝑡. 	𝐴𝜆 = 𝑐, 𝜆 ≥ 0
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我们在这里

p问题答疑：
http://www.xxwenda.com/
n可邀请老师或者其他人回答问题
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