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第四章判别分析

 第一节引言

 第二节距离判别分析

 第三节贝叶斯（Bayes）判别法

 第四节费歇（Fisher）判别法

 第五节 R语言实现
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 判别分析的基本思想是根据一批分类明确的样
本在若干指标上的观察值，建立一个关于指标
的判别函数和判别准则，然后根据这个判别函
数和判别准则对新的样本进行分类，并且根据
回代判别的准确率评估它的实用性。
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 例如，以一批正常人和一批已经确诊的病人为

样本，收集他们的各项检验指标，如化验指标

、x线，心脑电团、超声波、CT等诊断指标，

然后利用这批分类明确的样本在这些相同指标

上的观察值，建立一个关于指标的判别函数和

判别准则(区分病人和正常人的界限的方法)，

使得按此准则来判断这批样本归属的正确率达

到最高。
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 把判别分析的思想用数学语言来表达，可以叙述如下：

设有n个样本，对每个样本测得p项指标（变量）的数据，

已知每个样本属于k个类别（或总体）G1，G2，…，Gk

中的某一类，且它们的分布函数分别为F1(x)，

F2(x)，…，Fk(x)。我们希望利用这些数据，找出一种

判别函数，使得这一函数具有某种最优性质，能把属于

不同类别的样本点尽可能地区别开来，并对测得同样p

项指标（变量）数据的一个新样本，能判定这个样本归

属于哪一类。
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 判断分析按判别的总体数来区分，有两个总体

判别分析和多总体判别分析；

 按区分不同总体所用的数学模型来分，有线性

判别和非线性判别；

 常用的几种判别分析方法：距离判别法、Fisher

判别法、Bayes判别法和逐步判别法。

 按判别时所处理的变量方法不同，有逐步判别

和序贯判别等。
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第二节距离判别法

 马氏距离的概念

 距离判别的思想及方法

 判别分析的实现
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 设p维欧氏空间 中的两点

和， 通常我们所说的两点之间

的距离，是指欧氏距离，即

在解决实际问题时，特别是针对多元数据的分

析问题，欧氏距离就显示出了它的薄弱环节。

pR  1 2, ,..., pX X X


X

 1 2, ,..., pY Y Y


Y

2 2 2 2

1 1 2 2( ) ( ) ( ) ... ( )p pd X Y X Y X Y      X,Y

9

一、马氏距离的概念
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 第一、设有两个正态总体， 和

，现有一个样品位于如图4.1所示的A点，距总体X的中心
2σ远，距总体Y 的中心3σ远，那么，A点处的样品到
底离哪一个总体近呢？

2

1( , )X N   2

2( ,4 )Y N  
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第二、设有量度重量和长度的两个变量 X 与Y ，以单位分别

为 kg 和 cm 得到样本 )5,0(A ， )0,10(B ， )0,1(C ， )10,0(D 。

今按照欧氏距离计算，有  

125510 22 AB ； 

101101 22 CD  

 

如果我们将长度单位变为 mm，那么，有 

26005010 22 AB ； 

100011001 22 CD  

 

量纲的变化，将影响欧氏距离计算的结果。  
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 为此，我们引入一种由印度著名统计学家马哈拉诺比斯
（Mahalanobis, 1936）提出的“马氏距离”的概念。

 设X与Y是来自均值向量为 ，协方差为∑的总体G中的p
维样品，则两个样品间的马氏距离为：

 定义点到总体G的马氏距离为

 这里应该注意到，当∑=I（单位矩阵）时，即为欧氏距
离的情形。

2 1( , ) ( ) ( )D   X Y X Y Σ X Y

2 1( , ) ( ) ( )D G   X X μ Σ X μ
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二、距离判别的思想及方法

1、两个总体的距离判别问题

问题：设有协方差矩阵∑相等的两个总体
G1和G2，其均值分别是1和 2，对于一个
新的样品X，要判断它来自哪个总体。

13



互联网新技术在线教育领航者

 一般的想法是计算新样品X到两个总体的马
氏距离D2（X，G1）和D2（X，G2），并按
照如下的判别规则进行判断。

 这个判别规则的等价描述为：求新样品X到
G1的距离与到G2的距离之差，如果其值为正，
X属于G2；否则X属于G1。

2 2

1 1 2

2 2

2 1 2

, ( , ) ( , )

, ( , ) ( , )

G D G D G

G D G D G

  


 

X X X

X X X

如果

如果
     （4.4） 
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 我们考虑
2 2

1 2

1 1

1 1 2 2

1 1 1 1 1 1

1 1 1 2 2 2

1 1 1

2 1 1 1 2 2

1 1

2 1 1 2 1 2

11 2
1 2

( , ) ( , )

( ) ( ) ( ) ( )

2 ( 2 )

2 ( )

2 ( ) ( ) ( )

2 ( )
2

2(

D G D G

 

     

  

 





      

          

     

     


 

    
 

 

X X

X μ Σ X μ X μ Σ X μ

X Σ X XΣ μ μ Σ μ X Σ X XΣ μ μ Σ μ

X Σ μ μ μ Σ μ μ Σ μ

X Σ μ μ μ μ Σ μ μ

μ μ
X Σ μ μ

) 2 ( )    X μ α α X μ
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其 中 )(
2

1
21 μμμ  是 两 个 总 体 均 值 的 平 均 值 ，

)( 21

1 μμΣα  
，记 

 

( ) ( )W  X α X μ                     （4.5） 

 

则判别规则（4.4）式可表示为 

1

2

, ( ) 0

, ( ) 0

G W

G W

 


 

X X

X X

如果

如果
              （4.6） 

 

这里称 ( )W X 为两总体距离判别的判别函数，由于它是X 的线性

函数，故又称为线性判别函数，α称为判别系数。 
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在实际应用中，总体的均值和协方差矩阵一般是未知的，可

由样本均值和样本协方差矩阵分别进行估计。设
1

(1) (1)

1 , , nX X 来

自总体 1G 的样本，
2

(2) (2)

1 , , nX X 是来自总体 2G 的样本， 1μ 和 2μ 的

一个无偏估计分别为 

1

(1) (1)

11

1
n

i

in 

 X X
   和   

2

(2) (2)

12

1
n

i

in 

 X X
 

Σ的一个联合无偏估计为      1 2

1 2

1ˆ ( )
2n n

 
 

Σ S S
 

这里    
( ) ( ) ( ) ( )

1

( )( ) , 1,2
n

i i

i


   

 


   S X X X X  
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此时，两总体距离判别的判别函数为 ˆ ˆ( ) ( )W  X α X X       

 

其中
(1) (2)1

( )
2

 X X X ，
1 (1) (2)ˆˆ ( ) α Σ X X 。这样，判别规则

为 

1

2

ˆ, ( ) 0

ˆ, ( ) 0

G W

G W

  


 

X X

X X

如果

如果
          （4.7） 
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（ 1）当 1p ， 1G 和 2G 的分布分别为 ),( 2

1 N 和

),( 2

2 N 时，
2

21 ,,  均为已知，且 21   ，则判别

系数为 0
2

21 






 ，判别函数为 

 

)()(   xxW  

 

判别规则为 

1

2

,

,

x G x

x G x





 


 

如果

如果
 

 这里我们应该注意到：

19



互联网新技术在线教育领航者

（2） 当 21 μμ  ， 21 ΣΣ  时，我们采用（4.4）式作为判别

规则的形式。选择判别函数为 

 
* 2 2

1 2( ) ( , ) ( , )W D G D G X X X  

1 1

1 1 1 2 2 2( ) ( ) ( ) ( )       X μ Σ X μ X μ Σ X μ  

 

它是X 的二次函数，相应的判别规则为 
*

1

*

2

, ( ) 0

, ( ) 0

G W

G W

  


 

X X

X X

如果

如果
 

20



互联网新技术在线教育领航者

 例1  今从1995年世界各国人文发展指数的排序

中，选取发达国家和发展中国家各5个，观察两

个重要指标权：出生时预期寿命(岁) X1，成人

识字率(％)X2。以此样本为训练样本建立判别

模型，并对四个待判国家进行判别分析。
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解：

̂

1S

2S

1ˆ 
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第二，对待判样品进行分类。
4个国家中，希腊判为第一类，

中国、罗马尼亚、哥伦比亚属
于第二类。本步是对待判样品
(未知类别)进行判别归类，目
的是判定各样品的归属。

第一，10个样品中，有2个国

家错判。一是将属于发达国
家的阿根廷错判为发展中国
家，二是将属于发展中国家
的古巴错判为发达国家。错
判(miscassified)率为20％。错

判率是衡量判别效果的一个
重要指标。这是对训练样本
(已知类别)判别归类，目的是

考察两类的判别效果。称为
组内回代。
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2、多个总体的距离判别问题

问题：设有 k 个总体 kGGG ,,, 21  ，其均值和协方差矩阵分别是

kμμμ ,,, 21  和 kΣΣΣ ,,, 21  ，而且 ΣΣΣΣ  k21 。

对于一个新的样品X ，要判断它来自哪个总体。 

 

该问题与两个总体的距离判别问题的解决思想一样。计算新样品

X 到每一个总体的距离，即 

 
2 1( , ) ( ) ( )D G  

  X X μ Σ X μ  

1 1 1

1

2

2( )C

  

 

  



    

   

XΣ X μ Σ X μ Σ μ

XΣ X I X
     (4.8) 

 

这里  μΣI
1 ，  μΣμ 1

2

1 C ， k,,2,1  。 
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由（4.8）式，可以取线性判别函数为 

 

( )W C  
 X I X ， k,,2,1   

 

相应的判别规则为 

 

iGX   如果 
1

( ) max( )i
k

W C 
 

 X I X      （4.9） 

 

针对实际问题，当 kμμμ ,,, 21  和Σ均未知时，可以通过相应的

样本值来替代。 
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设
( ) ( )

1 , , n

 
X X 是来自总体 G 中的样本（ k,,2,1  ），则 μ

（ k,,2,1  ）和Σ可估计为 

 

( ) ( )

1

1
n

i

in


 

 

 X X ，        k,,2,1   

1

1ˆ
k

n k






Σ S   ，  

 

其中 knnnn  21 , 

( ) ( ) ( ) ( )

1

( )( )
n

i i

i


   




  S X X X X ， k,,2,1   
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同样，我们注意到，如果总体 kGGG ,,, 21  的协方差矩阵分别是

kΣΣΣ ,,, 21  ，而且它们不全相等，则计算 X 到各总体的马氏

距离，即 

 
2 1( , ) ( ) ( )D G   

  X X μ Σ X μ   k,,2,1   

 

则判别规则为 

 

 iGX   如果 
2 2

1
( , ) min ( , )i

k
D G D G

 
X X     （4.10） 

 

当 kμμμ ,,, 21  和 kΣΣΣ ,,, 21  均未知时， μ （ k,,2,1  ）

的估计同前， Σ （ k,,2,1  ）的估计为 

1ˆ
1n

 






Σ S ， k,,2,1   
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例：fisher于1936年发表的Iris数据已被广泛地作为

判别分析的例于。他测量了某种植物的萼片长、
宽和花瓣长、宽，以毫米为单位。样本取自三个
品种，每个品种取50个样品。结果见右表。
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三、判别分析的实质

 我们知道，判别分析就是希望利用已经测得
的变量数据，找出一种判别函数，使得这一
函数具有某种最优性质，能把属于不同类别
的样本点尽可能地区别开来。为了更清楚的
认识判别分析的实质，以便能灵活的应用判
别分析方法解决实际问题，我们有必要了解
“划分”这样概念。
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设 R1，R2，…，Rk是 p 维空间 R 
p的 k 个子集，如果它们

互不相交，且它们的和集为 R 
p，则称 R1，R2， …，Rk为

R 
p的一个划分。 

 

在两个总体的距离判别问题中，利用 ( ) ( )W  X α X μ 可

以得到空间
pR 的一个划分 

 

1

2

{ : ( ) 0}

{ : ( ) 0}

R W

R W

 


 

X X

X X
        （4.11） 

 

新的样品X 落入 1R 推断 1GX ，落入 2R 推断 2GX 。 
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 这样我们将会发现，判别分析问题实质上就
是在某种意义上，以最优的性质对p维空间R 
p构造一个“划分”，这个“划分”就构成
了一个判别规则。这一思想将在后面的各节
中体现的更加清楚。
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第三节贝叶斯判别法

 Bayes判别的基本思想

 Bayes判别的基本方法
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 从上节看距离判别法虽然简单，便于使用。
但是该方法也有它明显的不足之处。

 第一，判别方法与总体各自出现的概率的大
小无关；

 第二，判别方法与错判之后所造成的损失无
关。

 Bayes判别法就是为了解决这些问题而提出
的一种判别方法。
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 在一般情况下，我们对所研究的总体不会一无所知，或多或少总
有一些认识，这个认识称为先验的(prior)。

 英国统计学家Savage,L,J.曾考虑这样一个例子，一位常饮奶茶的妇
女声称她能辨别先倒进杯子里的是牛奶还是茶。对此做了十次试
验，她都正确地说了出来。

 假如被测试者是在猜测，每次成功的概率为0.5，那么10次都说对
的概率为0.0009766。这是一个很小的概率，在一次试验中基本是
不可能发生的。所以，“每次成功的概率为0.5”的假设应被拒绝，
被测试者说正确的概率要比0.5大得多。这就不是猜测，而是她的
经验帮了她的忙。

 可见“经验”在推断中是不可忽视的。这里的经验就是一种先验
信息。
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 Bayes学派认为，一个事件的概率可以是人们根据经验
对该事件发生的可能性所给出的个人信念。这样给出的
概率常称为先验概率或事前概率。

 例如，一位脑外科大夫要对某病人动手术，他认为
成功的概率是90％，这是他根据手术的难易程度和
自己的手术经验对“手术成功”所提供的把握程度。

 当总体有一定先验概率时，先验概率对判别有较大影响，
例如某地历史上多年统计的结果，旱涝年先验概率很小，
常年先验概率很大，当气象指标既接近常年又接近涝年
时，应当判为常年，这就是贝叶斯方法。
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 Bayes判别法的基本思想是在判别分析时考
虑先验概率，并利用Bayes公式导出后验概
率(posterior probability)，即各个样品属于每
一类的概率。判别准则是按后验概率大小归
类。
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一、Bayes判别的基本思想

问题：设有 k 个总体 kGGG ,,, 21  ，其各自的分布密度函数

)(,),(),( 21 xxx kfff  互不相同的.假设 k 个总体各自出现的

概率分别为 kqqq ,,, 21  （先验概率）， 0iq ， 1
1




k

i

iq 。 

 

假设已知若将本来属于 iG 总体的样品错判到总体 jG 时造成

的损失为 )|( ijC ， kji ,,2,1,  。 

 

在这样的情形下，对于新的样品X 判断其来自哪个总体。 
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下 面我们 对这一 问题进 行分析 。首先 应该清 楚

0)|( iiC 、 0)|( ijC ，对于任意的 kji ,,2,1,  成

立。 

 

设 k 个总体 kGGG ,,, 21  相应的 p 维样本空间为

kRRR ,,, 21   ，即为一个划分，故我们可以简记一个判

别规则为 ),,,( 21 kRRRR  。 

 

从描述平均损失的角度出发，如果原来属于总体 iG 且分布

密度为 )(xif 的样品，正好取值落入了 jR ，我们就将会错

判为属于 jG 。 
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故在规则 R 下，将属于 iG 的样品错判为 jG 的概率为 

 

xx dfRijP
jR

i )(),|(       jikji  ,,2,1,   

 

此概率值等于总体 iG 的分布密度在区域 jR 上的面积。此面积

可以用该分布密度函数在该区域上的积分求出。 
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如果实属 iG 的样品，错判到其它总体 kii GGGG ,,,, 111  

所造成的损失为 )|(,)|1(),|1(,),|1( ikCiiCiiCiC   ，

则这种判别规则 R 对总体 iG 而言，样品错判后所造成的平均

损失为 

 





k

j

RijPijCRir
1

)],|()|([)|(     ki ,,2,1   

 

其中 0)|( iiC  
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由于 k 个总体 kGGG ,,, 21  出现的先验概率分别为

kqqq ,,, 21  ，则用规则 R 来进行判别所造成的总平均损失

为 





k

i

i RirqRg
1

),()(  

 
 


k

i

k

j

i RijPijCq
1 1

),|()|(       （4.12） 

 

这相当于假设 kqqq ,,, 21  是一个样品被随机地选择为属于

kGGG ,,, 21  的各个概率，也就是说，考虑 k 个总体的混合，

并随机地从这个单一混合总体中抽出一个样品，抽出的该样

品将来自 iG 的先验概率为 iq ，即假定这 k 个总体出现的先

验概率为 kqqq ,,, 21  ，则通过划分 kRRR ,,, 21  来判别的

平均损失为式（4.12）。 
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所谓 Bayes 判别法则，就是要选择 kRRR ,,, 21  ，使得 





k

i

i RirqRg
1

),()(  

 
 


k

i

k

j

i RijPijCq
1 1

),|()|(  

 

表示的总平均损失 )(Rg 达到极小。 
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二、Bayes判别的基本方法

设每一个总体
iG 的分布密度为 )(xif ， ki ,,2,1  ，来自

总体 iG 的样品 X 被错判为来自总体 jG （ kji ,,2,1,  ）

时所造成的损失记为 )|( ijC ，并且 0)|( iiC 。那么，对

于判别规则 ),,,( 21 kRRRR  产生的误判概率记为

),|( RijP ，有 

xx dfRijP
jR

i )(),|(   
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如果已知样品 X 来自总体 Gi 的先验概率为 qi ，
 ki ,,2,1 

 ，

则在规则 R 下，由（4.12）式知，误判的总平均损失为 

 
 


k

i

k

j

i RijPijCqRg
1 1

),|()|()(  

xx dfijCq
k

i

k

j
R

ii
j

  
 


1 1

)()|(  

 

     
 


k

j
R

k

i

ii
j

dfijCq
1 1

))()|(( xx        （4.13） 

令
1

( | ) ( ) ( )
k

i i j

i

q C j i f h


 x x ， 那 么 ，（ 4.13 ） 式 为    





k

j
R

j
j

dhRg
1

)()( xx  
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如果空间 pR 有另一种划分 ),,,( **

2

*

1

*

kRRRR  ，则它的总

平均损失为 





k

j
R

j
j

dhRg
1

*

*
)()( xx  

 

那么，在两种划分下的总平均损失之差为 


 




k

i

k

j
RR

ji
ji

dhhRgRg
1 1

*

*
)]()([)()( xxx    （4.14）   

 

由 iR 的定义，在 iR 上 )()( xx ji hh  对一切 j 成立，故（4.14）

式小于或等于零，这说明 kRRR ,,, 21  确能使总平均损失达

到极小，它是 Bayes 判别的解。 
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这 样 ， 我 们 以 Bayes 判 别 的 思 想 得 到 的 划 分

),,,( 21 kRRRR  为 

 

1
{ | ( ) min ( )}i i j

j k
R h h

 
 x x x   ki ,,2,1      （4.15） 

 

具体说来，当抽取了一个未知总体的样本值X ，要判断它属

于哪个总体，只要前计算出 k 个按先验分布加权的误判平均

损失 





k

i

iij fijCqh
1

))()|()( xx    kj ,,2,1    （4.16） 

 

然后再比较这 k 个误判平均损失 )(,),(),( 21 xxx khhh  的大

小，选取其中最小的，则判定样品X 来自该总体。 
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这里我们看一个特殊情形，当 2k 时，由（4.16）式得 

 

))()2|1()( 221 xx fCqh        2 1 1( ) (2 |1) ( ))h q C fx x  

 

从而 

)}()1|2()()2|1(|{ 11221 xxx fCqfCqR   

)}()1|2()()2|1(|{ 11222 xxx fCqfCqR   

若令    

   
)(

)(
)(

2

1

x

x
x

f

f
V  ，  

)1|2(

)2|1(

1

2

Cq

Cq
d   

 

则判别规则可表示为 









dVG

dVG

)(,

)(,

2

1

xx

xx

当

当
        （4.17） 
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如果在此， )(1 xf 与 )(2 xf 分别为 ),( 1 ΣμN 和 ),( 2 ΣμN ，那么 

)(

)(
)(

2

1

x

x
x

f

f
V   

 
)(exp

)(]2/)([exp

)()(
2

1
)()(

2

1
exp

21

1

21

2

1

21

1

1

x

μμΣμμx

μxΣμxμxΣμx

W

















 

 

其中 )(xW 由（4.5）所定义。 

 

于 是 ， 判 定 样 品 X 来 自 该 总 体 时 ， 判 别 规 则 （ 4.17 ） 成    

1

2

, ( ) ln

, ( ) ln

G W d

G W d

 


 

X X

X X

如果

如果
     （4.18） 
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对比判别规则（4.6），唯一的差别仅在于阈值点，（4.6）用 0

作为阈值点，而这里用 dln 。当 21 qq  ， )1|2()2|1( CC 

时， 1d ， 0ln d ，则（4.6）与（4.18）完全一致。 
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 例：在美国，有两家主要的专门研究证券优劣的机构。
一是标准普尔公司，一是穆迪投资服务公司。他们根
据发行证券的企业在信用方面可信赖程度的评价，把
证券分别评定等级，通常把评为高级的证券(如标准普
尔公司对股票评级为A+、A、A-和B+的股票)称为投
资级证券，把评为低级的证券称为投机级证券，评级
表每年重新评定一次，并予以公布，为证券投资者提
供投资指导。证券评级是根据发行证券的企业的财务
和信用状况评定的。

 假设评定股票所依据的指标主要有发行在外的股份数
X1，季度盈利X2、市盈率X3、速功比率X4。并假设
两类股票的这四个指标均服从四维正态分布，且有相
同的协方差矩阵。每类股票的均值向量和共向协差阵
列在下表中。
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注意：

 Bayes判别法优于距离判别法之处是它考虑了先
验概率，然而，令人头疼的事也是先验概率。
在实际应用中，要确定先验概率是很困难的事。

 一般来说，在现场调查中，先验概率常取为各
类型疾病的患病率，在医院的门诊诊断中，先
验概率常取各种类型疾病的就诊比例；也有人
将样本的各类样本含量之构成比作为先验概率
的估计。

 在无法确定时，可以取各类的先验概率相等，
当然此时，Bayes判别失去了其优越性。

2017/7/27 59



互联网新技术在线教育领航者

第四节费歇（Fisher）判别法

 Fisher判别的基本思想

 Fisher判别函数的构造

 线性判别函数的求法
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 Fisher判别法是1936年提出来的，该方法的
主要思想是通过将多维数据投影到某个方向
上，投影的原则是将总体与总体之间尽可能
的放开，然后再选择合适的判别规则，将新
的样品进行分类判别。
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一、Fisher判别的基本思想

从 k 个总体中抽取具有 p 个指标的样品观测数据，借助方

差分析的思想构造一个线性判别函数 

 

1 1 2 2( ) p pU u X u X u X     X u X   （4.19） 

 

其中系数 ),,,( 21
 puuu u 确定的原则是使得总体之间

区别最大，而使每个总体内部的离差最小。 

 

有了线性判别函数后，对于一个新的样品，将它的 p 个指

标值代入线性判别函数（4.19）式中求出 ( )U X 值，然后

根据判别一定的规则，就可以判别新的样品属于哪个总

体。 
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二、Fisher判别函数的构造

假设有两个总体 21,GG ，其均值分别为 1μ 和 2μ ，协方差矩阵

为 1Σ 和 2Σ 。当 iGX 时，我们可以求出 u X 的均值和方差，

即 

 

( ) ( | ) ( | )i i i iE E G E G      u X u X u X u μ ， 2,1i  

 
2( ) ( | ) ( | )i i i iD D G D G      u X u X u X u u Σ u  

 

1、针对两个总体的情形
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在求线性判别函数时，尽量使得总体之间差异大，也就是要求

21 μuμu  尽可能的大，即 21   变大；同时要求每一个总

体内的离差平方和最小，即
2

2

2

1   ，则我们可以建立一个目

标函数 

 

 
2

2

2

1

21 )(
)(








 u                （4.20） 

 

这样，我们就将问题转化为，寻找u使得目标函数 )(u 达

到最大。从而可以构造出所要求的线性判别函数。 
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2、针对多个总体的情形

假设有 k 个总体 kGGG ,,, 21  ，其均值和协方差矩阵分别为 iμ  

和 iΣ )0( （ ki ,,2,1  ）。同样，我们考虑线性判别函数 u X ，

在 iGX 的条件下，有   

  

( ) ( | ) ( | )i i iE E G E G     u X u X u X u μ     ki ,,2,1   

 

( ) ( | ) ( | )i i iD D G D G     u X u X u X u u Σ u   ki ,,2,1   
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令  





k

i

ib
1

2)( μuμu     

 EuuuΣuuΣu  


k

i

i

k

i

ie
11

)(  

其中 



k

i

i
k 1

1
μμ ， 




k

i

i

1

ΣE 。 

 

这里b 相当于一元方差分析中的组间差，e 相当于组内差，

应用方差分析的思想，选择u使得目标函数 

           
e

b
 )(u                    （4.21） 

达到极大。 
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这里我们应该说明的是，如果我们得到线性判别

函数 u X ，对于一个新的样品X 可以这样构造一

个判别规则，如果 

 

1
minj i

i k 
     u X u μ u X u μ         （4.22） 

 

则判定X 来自总体 jG 。 
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三、线性判别函数的求法

针对多个总体的情形，我们讨论使目标函数（4.21）式达到极大的

求法。设X 为 p 维空间的样品，那么  1Mμμ  
 kk

k

i

i

11

1

 

其中    

 

11 21 1 1

12 22 1 2

1 1

p

p

k k pk k

  

  

  

   
       
   
       

μ

μ
M

μ
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
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






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









1

1

1


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






























k

i
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k

k

1

2

1

21 μμ

μ

μ

μ

μμμMM


  

68



互联网新技术在线教育领航者

从而       



k

i

ib
1

2)( μuμu  

1

1

( )( )

[ ]

1
( )

1
( )

k

i i

i

k

i i

i

k

k

k





   

   

    

  







u μ μ μ μ u

u μ μ μμ u

u M M M 11 M u

u M I J Mu

u Bu

 

这里， MJIMB )
1

(
k

 ， ppI  为 pp 的单位阵，



















11

11







J 。 

即有
Euu

Buu
u




 )(  （4.23）求使得（4.23）式达到极大的u。 
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为了确保解的唯一性，不妨设 1Euu ，这样问题转化

为，在 1Euu 的条件下，求u使得 Buu 式达到极大。 

 

考虑目标函数    

 

)1()(  EuuBuuu       （4.24） 
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   )1()(  EuuBuuu                    （4.24） 

对（4.24）式求导，有 

2( ) 0 (4.25)

1 0 (4.26)









   


   



B E u
u

u Eu

 

 

对（4.25）式两边同乘u，有       EuuBuu  

 

从而， Buu 的极大值为。再用
1E 左乘（4.25）式，有 

0)( 1  uIBE                    （4.27） 

 

由（4.27）式说明为 BE 1
特征值，u为 BE 1

的特征向量。在此 

最大特征值所对应的特征向量 ),,,( 21
 puuu u 为我们所求结果。 
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 这里值得注意的是，本书有几处利用极值原理
求极值时，只给出了不要条件的数学推导，而
有关充分条件的论证省略了，因为在实际问题
中，往往根据问题本身的性质就能肯定有最大
值（或最小值），如果所求的驻点只有一个，
这时就不需要根据极值存在的充分条件判定它
是极大还是极小而就能肯定这唯一的驻点就是
所求的最大值（或最小值）。为了避免用较多
的数学知识或数学上的推导，这里不追求数学
上的完整性。
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在解决实际问题时，当总体参数未知，需要通过样本来估计，

我 们 仅 对 2k 的 情 形 加 以 说 明 。 设 样 本 分 别 为

1

(1) (1) (1)

1 2, , nX X X 和
2

(2) (2) (2)

1 2, , nX X X ，则 

(1) (2)

1 2

1 2

n n

n n






X X
X  

(1) (1) (2)2

1 2

( )
n

n n
  


X X X X  

(2) (2) (1)1

1 2

( )
n

n n
  


X X X X  

那么      
(1) (1) (2) (2)

1 2
ˆ ( )( ) ( )( )n n      B X X X X X X X X  

(1) (2) (1) (2)1 2

1 2

( )( )
n n

n n
  


X X X X  

当 kμμμ ,,, 21  和 kΣΣΣ ,,, 21  均未知时， μ （ k,,2,1  ）的

估计同前， Σ （ k,,2,1  ）的估计为 

1ˆ
1n

 






Σ S ，    k,,2,1   
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LOGO疑问
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