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第五章主成分分析
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为什么要进行主成份分析？

 由于变量个数太多，并且彼此之间存在着一定
的相关性，因而使得所观测到的数据在一定程
度上反映的信息有所重叠。

 例如：某人要做一件上衣要测量很多尺寸，如
身长、袖长、胸围、腰围、肩宽、肩厚等十几
项指标，但事实上服装厂做衣服时一般只考虑
三项指标，即反映长度的指标、反映胖瘦的指
标和反映特体的指标。
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 另外，当变量较多时，在高维空间中研究样本
的分布规律比较复杂，势必增加分析问题的复
杂性。

 因此，我们希望用较少的综合变量来代替原来
较多的变量；而这几个综合变量又能够尽可能
多地反映原来变量的信息，并且彼此之间互不
相关。

 利用这种降维的思想，产生了主成份分析、因
子分析、典型相关分析、偏最小二乘回归等统
计方法。
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什么是主成份分析？

 主成份分析就是设法将原来指标重新组合成一

组新的互相无关的几个综合指标来代替原来指

标，同时根据实际需要从中可取几个较少的综

合指标尽可能多地反映原来指标的信息。

 这种将多个指标化为少数互相无关的综合指标

的统计方法叫做主成份分析或称主分量分析。
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主成份分析的经典案例

美国的统计学家斯通在1947年所做的关于国民经济的研究
中，曾利用美国1929年-1938年各年的数据，得到17个反映
国民收入与支出的变量要素，如雇主补贴、消费资料和生
产资料、纯公共支出、净增库存、股息、利息外贸平衡等
。

在他进行主成份分析后，发现能够以97.4%的精度，用3个
新变量取代原来的17个变量。这3个新变量可以分别命名为
总收入、总收入变化率和经济发展或衰退的趋势。

更有趣的是，这3个变量其实都是可以直接测量的。
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 第一节主成份的几何意义及数学推导

 第二节主成份的性质

 第三节主成份方法应用中应注意的问题

 第四节主成份回归
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第一节 主成份的几何意义及数学推导

 主成份的几何意义

 主成份的数学推导
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一、主成份的几何意义

 主成份分析从代数观点看就是p个原始变量的一

些特殊的线性组合；

 而主成份分析从几何意义上看，相当于是这些

线性组合通过把由X1,X2 ,…… Xp构成的坐标系

旋转而产生的新坐标系。这样的新坐标轴使其

通过样本变差最大的方向（或者说具有最大的

样本方差）。
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 假设共有n个样品，每个样品都测量了两个指标(X1,X2)

，它们大致分布在一个椭圆内如图所示。

 当原始变量X1,X2相关性越强，这个椭圆就越扁。
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1y

2y

从图上可以看出二维平面上n个点波动（用两个变量的方差和表示）大部分
可以归结为在y1方向的波动，而在y2方向上的波动很小，可以忽略。这样，
二维问题即可以降为一维，只取第一个综合变量Y1即可，而y1是椭圆的长轴。

这里称Y1为第一主成份，称Y2为第二主成份。第一主成份的效果与椭圆的形状有
很大的关系，椭圆越是扁平，n个点在y1轴上的方差就相对越大，在y2轴上的方差
就相对越小，用第一主成份代替所有样品所造成的信息损失也就越小。
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考虑两种极端的情形：

 一种是椭圆的长轴与短轴的长度相等，即椭圆变成圆，
第一主成份只含有二维空间点的约一半信息，若仅用这
一个综合变量，则将损失约50％的信息，这显然是不可
取的。造成它的原因是，原始变量X1和X2的相关程度几
乎为零，也就是说，它们所包含的信息几乎不重迭，因
此无法用一个一维的综合变量来代替。
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 另一种是椭圆扁平到了极限，变成y1轴上的一条线，第
一主成份包含有二维空间点的全部信息，仅用这一个综
合变量代替原始数据不会有任何的信息损失，此时的主
成份分析效果是非常理想的，其原因是，第二主成份不
包含任何信息，舍弃它当然没有信息损失。
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 如果将该坐标系按逆时针方向旋转某个角度θ变成新坐
标系 ，这里 是椭圆的长轴方向， 是椭圆的短轴
方向。旋转公式为

 新变量 和 是原变量 和 的线性组合，它的矩阵
表示形式为：

其中， 为旋转变换矩阵，它是正交矩阵，即有

或 。
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二、主成份的数学推导

 设 为一个 维随机向量，并假定存在二阶矩，其

均值向量与协差阵分别记为：

,                    (6.3）

 考虑如下的线性变换

用矩阵表示为 ，其中 ， 。
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 我们希望寻找一组新的变量 （ ），这组新
的变量要求充分地反映原变量 的信息，而且相
互独立。

 这里应该注意到，对于 有

 这样，所要解决的问题就转化为，在新的变量
相互独立的条件下，求 使得 ， ，
达到最大。

16

1, , mY Y m p

1, , pX X

1, , mY Y

( ) ( ) ( )i i i i i iD Y D T T D T T T     X X Σ 1,2, ,i m

( , ) ( , ) ( , )i k i k i k i kCov Y Y Cov T T T Cov T T T      X X X X Σ , 1,2, ,i k m

1, , mY Y

iT ( )i i iD Y T T Σ 1,2, ,i m



互联网新技术在线教育领航者

 由主成份定义可知，要找出p个原始变量的第一
主成份，就是要找出使 达到最大的线性组
合。由于 是向量T的增函数，若对T

不加任何限制，则 可以任意大 。为了消
除这种不确定性，通常将线性组合 的
系数标准化即单位化，令 或者 ，即
T的长度为1。那么，问题就变成了在约束条件
下，求最大的问题了。
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 第一主成份满足 ，使得 达到
最大的 。

 第二主成份满足 ,                                             

使得 达到最大的 。

 第k主成份满足 ，

使得 达到最大的 。
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 求第一主成份，构造目标函数为：

(6.5)

 对目标函数 求导数有：

(6.6)

即 (6.7)

 由6.7式两边左乘 得到

(6.8)

 由于 的协差阵 为非负定的，其特征方程(6.7)的根均
大于零，不妨设 。由(6.8)知道 的
方差为 。那么， 的最大方差值为 ，其相应的单位
化特征向量为 。
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 在求第二主成份之前，首先明确，由(6.6)知

。那么，如果 与 相互独立，

即有 或 。这时，可以构造求第二主成份
的目标函数，即

(6.9)

 对目标函数 求导数有：

(6.10)

用 左乘(6.10)式有

 由于 ， ，那么， ，即有 。

 从而 (6.11)而且 (6.12)

2 1 2 1 2 1( , )Cov Y Y T T T T  Σ
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 这样说明，如果 的协差阵 的特征根为

由(6.12)知道 的最大方差值为第二大特征根 ，其相

应的单位化的特征向量为 。

 针对一般情形，第 主成份应该是在 且

或 （ ）的条件下，使得 达到

最大的 。这样我们构造目标函数为:

(6.13)

 对目标函数 求导数有：

(6.14) 
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 用 左乘(6.14)式有 即
那么， 。从而 (6.15)

而且 (6.16)

 对于 的协差阵 的特征根 。由(6.15)

和(6.16)知道 的最大方差值为第 大特征根 ，其相
应的单位化的特征向量为 。

 综上所述，设 的协差阵为 ，其特征根为

，相应的单位化的特征向量为 。
那么，由此所确定的主成份为 ，其
方差分别为 的特征根。
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例题

 例1.假设市场上肉类x1，鸡蛋x2，水果x3三种商
品价格的月份资料的协方差矩阵为：

 试求三种商品月份价格的所有主成份。

23

2 2 2

2 5 4

2 4 5

 
 

   
   



互联网新技术在线教育领航者

 解：根据协方差阵，写出其特征多项式：

令此多项式等于0，得到特征根为：

将特征根代入特征方程，得到相应的特征向量，其单位化
的结果为：
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 于是，三种商品价格的三个主成份分别为：

 其中，第一个主成份的方差占了原始变量的总方差的绝
大部分，所以第一主成份综合反映了三种商品价格的绝
大部分变动。
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第二节主成份的性质

 主成份的一般性质

 主成份的方差贡献率

26
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一、主成份的一般性质
 设 是 的主成份，由 的所有特征根

构成的对角阵为

(6.17）

主成份可表示为 (6.18）

 性质1  主成份的协方差矩阵是对角阵。

证明：实际上，由（6.3）式知

(6.19）
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 性质2  主成份的总方差等于原始变量的总方差。

（所谓总方差指的是p维数据的波动情况，即数据阵X的

差异信息，也可称为总惯量）

证明：由矩阵“迹”的性质知

所以 或

 上式表明原始变量的全部主成份解释了原始变量的全部

变动，并且反映了对差异信息的不同分配。
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 性质3  主成份 与原始变量 的相关系数为：

(6.22）

并称之为因子负荷量（或因子载荷量）。
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证明：事实上

其中的 ，它是除第 个元素为1外

其他元素均为0的单位向量。而

所以 。

 性质4                                                                       。

证明：只须将(6.22）代入左边式子整理化简即可。
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二、主成份的方差贡献率

 由主成份的性质2可以看出，主成份分析把 个原始变

量 的总方差 分解成了 个相互独立的

变量 的方差之和 。主成份分析的目的是

减少变量的个数，所以一般不会使用所有p个主成份的。

但是，那么究竟应该选取几个主成份呢？该怎么选取呢？

31

p

1 2, , , pX X X ( )tr Σ

1 2, , , pY Y Y
1

p

k

k






p



互联网新技术在线教育领航者

 这里称

为第 个主成份 的贡献率。第一主成份的贡献率最大，

这表明 综合原始变量 的能力最强，

而 的综合能力依次递减。

 若只取 个主成份，则称

(6.24）

为主成份 的累计贡献率，累计贡献率表明

综合 的能力。通常取 ，使得

累计贡献率达到一个较高的百分数（如85％以上）。
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注意：信息提取率

 虽然主成份的贡献率给出了选取主成份的一个
标准，但是累积贡献率只是表达了前k个主成份
提取了 的多少信息，并没有表达某
个变量被提取了多少信息，因此仅仅使用累积
贡献率这一标准，不能保证每一个变量都被提
取了足够的信息，也可能85%的累积贡献率只
是提取了p个原始变量的一个子集的信息，而有
些变量根本没有考虑到，因此还需要另一个辅
助的标准——信息提取率。
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 由于任一原始变量Xi可用主成份表示为：

 其中各个主成份之间互不相关，所以原始变量的Xi的方

差为：

 比率 反映了第j个主成份从第i个原始变量中所提

取的信息的大小。
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 如果只选取前m个主成份，则这m个主成份从原始变量

中所提取的总信息量为：

即这m个主成份能够解释第i个变量变动的程度为

，所以可以定义比率：

为原始变量Xi的信息提取率。

 因此，在选取主成份时，不仅要考虑累积贡献率，还应

考虑信息提取率。
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例题

 例2.假设市场上棉鞋x1，凉鞋x2，布鞋x3三种商
品销售量的协方差矩阵为：

 试求各主成份，并计算各主成份的贡献率和各
个原始变量的信息提取率。
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 解：根据协方差阵，写出其特征多项式：

令此多项式等于0，得到特征根为：

将特征根代入特征方程，得到相应的特征向量，其单位化
的结果为：
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 于是，三种商品价格的三个主成份分别为：

 若只取第一个主成份，则累积贡献率为：

38
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 若进一步计算每个变量的信息提取率，则：

 可见，第三个变量的信息提取率为0，说明Y1和与x3都
不相关，在第一个主成份中一点都没有包含x3的信息，
因此还需再取第二个主成份，此时累积贡献率为：
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 此时，三个变量的信息提取率为：

 可见，三个变量的信息提取率都比较高，应取两个主成
份来进行分析。
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第三节 主成份方法应用中应注意的问题

 实际应用中主成份分析的出发点

 如何利用主成份分析进行综合评价

41
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 在实际问题中，不同的变量往往有不同的量纲，利用协
差矩阵来求主成份，需要计算各变量方差的总和，而不
同量纲的方差相加是没有意义的，并且通过协差阵来求
主成份，首先优先照顾方差大的变量，有时会造成很不
合理的结果。为了消除量纲的不同可能带来的一些不合
理的影响，在进行主成份之前，常常需要将变量标准化
。

一、实际应用中主成份分析的出发点
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 标准化：为使主成份分析能够均等地对待每一个原始变

量，消除由于单位的不同可能带来的影响，我们常常将

各原始变量作标准化处理，即令

 显然， 的协方差矩阵就是 的相关系数矩

阵 。实际应用中， 的相关系数矩阵 可以通过

（2.13）式，利用样本数据来估计。

43

* ( )

( )

i i
i

i

X E X
X

D X


 1, ,i p

* * *

1( , , )pX X X

R RX

X



互联网新技术在线教育领航者



互联网新技术在线教育领航者



互联网新技术在线教育领航者



互联网新技术在线教育领航者



互联网新技术在线教育领航者



互联网新技术在线教育领航者

标准化的实质

 对原始数据做标准化处理之后倾向于各个指标在主成分
的构成中相等。其原因就在于对数据进行标准化的过程
实际上抹杀了数据本身离散度的信息。标准化后各原始
指标的方差均为1，但实际上方差也是对数据信息的重
要概括形式。因此对于同度量或相似量级的变量还是用
原始的协方差阵求解主成分为宜。
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 注意：如果各指标之间的数量级相差悬殊，特别是各指
标有不同的物理量纲的话，较为合理的做法是：

 使用原始变量的R代替∑做主成份分析；

 使用标准化变量的相关阵或者协差阵做主成份分析，
二者结果是相同的。

 需要进一步强调的是，从原始变量的相关阵求得的主成
份与用原始变量的协差阵求得的主成份一般情况是不相
同的。实际表明，这种差异有时很大。

50
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例题

 例1.假设市场上肉类x1，鸡蛋x2，水果x3三种商
品价格的月份资料的相关矩阵为：

 试求三种商品月份价格的所有主成份。
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 解：根据相关阵，写出其特征多项式：

令此多项式等于0，得到特征根为：

将特征根代入特征方程，得到相应的特征向量，其单位化
的结果为：
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 于是，三种商品价格的三个主成份分别为：

 其中，第一个主成份的方差占了原始变量的总方差的绝
大部分，所以第一主成份综合反映了三种商品价格的绝
大部分变动。
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在实际应用中，主成份分析的具体步骤可以归纳为：

① 将原始数据标准化；

② 建立变量的相关系数阵；

③ 求 的特征根为 ，相应的特征向量

为 ；

④ 由累积方差贡献率确定主成份的个数（m），并写出

主成份为：
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 一般在进行综合评价时，需要给各指标赋予权重，再进
行综合评价。

 如果是用主成份分析进行综合评价，则在评价前需要给
主成份赋予权重，此时，可以方差贡献率作为参考来确
定权重。
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二、如何利用主成份分析进行综合评价
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注意：主成份得分

 主成份得分是指第i个主成份 。将第t个样品的值：

代入 ，经计算得到的值称为第t个样品在第i个主成份

的得分。

 注意：此时的样品数据是标准化后的数据。
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 设 是所求出的p个主成份，它们的特征根分
别是 ，将特征根“归一化”即有：

 记为 ， ,由 ，构造综合评价函
数为：

(6.26）

 令 ，并代入(6.26）式，有

(6.27)

 从本质上说综合评价函数是对原始指标的线性综合，从
计算主成份到对之加权，经过两次线性运算后得到综合
评价函数。
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实例

 表6.1是某市工业部门13个行业的8项重要经济指标的数
据，这8项经济指标分别是：

X1：年末固定资产净值，单位：万元；

X2：职工人数据，单位：人；

X3：工业总产值，单位：万元；

X4：全员劳动生产率，单位：元/人年；

X5：百元固定资产原值实现产值，单位：元；

X6：资金利税率，单位：%；

X7：标准燃料消费量，单位：吨；

X8：能源利用效果，单位：万元/吨。
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 X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 

冶金 90342 52455 101091 19272 82 16.1 197435 0.172 

电力 4903 1973 2035 10313 34.2 7.1 592077 0.003 

煤炭 6735 21139 3767 1780 36.1 8.2 726396 0.003 

化学 49454 36241 81557 22504 98.1 25.9 348226 0.985 

机器 139190 203505 215898 10609 93.2 12.6 139572 0.628 

建材 12215 16219 10351 6382 62.5 8.7 145818 0.066 

森工 2372 6572 8103 12329 184.4 22.2 20921 0.152 

食品 11062 23078 54935 23804 370.4 41 65486 0.263 

纺织 17111 23907 52108 21796 221.5 21.5 63806 0.276 

缝纫 1206 3930 6126 15586 330.4 29.5 1840 0.437 

皮革 2150 5704 6200 10870 184.2 12 8913 0.274 

造纸 5251 6155 10383 16875 146.4 27.5 78796 0.151 

文教 14341 13203 19396 14691 94.6 17.8 6354 1.574 

 

表6.1  某市工业部门13个行业8项指标
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 综合评价即是从这些经济指标出发，对各工业部门进行
综合评价与排序。

 首先计算这些指标的主成分，然后通过主成分的大小进
行排序。

 表6.2和表6.3分别是特征根（累计贡献率）和特征向量
的信息。



互联网新技术在线教育领航者

序号 特征根 方差贡献率% 累计贡献率% 

1 3.1049  38.8114  38.8114  
2 2.8974  36.2180  75.0294  

3 0.9302  11.6277  86.6571  
4 0.6421  8.0265  94.6836  
5 0.3041  3.8011  98.4847  
6 0.0866  1.0825  99.5672  
7 0.0322  0.4023  99.9695  
8 0.0024  0.0305  100.0000  

 

表6.2    特征根和累计贡献率
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特征向

量1 

特征向

量2 

特征向

量3 

特征向

量4 

特征向

量5 

特征向

量6 

特征向

量7 

特征向

量8 

1 0.477  0.296  0.104  0.045  -0.184  -0.066  0.758  0.245  
2 0.473  0.278  0.163  -0.174  0.305  -0.048  -0.518  0.527  
3 0.424  0.378  0.156  0.059  0.017  0.099  -0.174  -0.781  

4 -0.213  0.451  -0.009  0.516  -0.539  0.288  -0.249  0.220  
5 -0.388  0.331  0.321  -0.199  0.450  0.582  0.233  0.031  
6 -0.352  0.403  0.145  0.279  0.317  -0.714  0.056  -0.042  
7 0.215  -0.377  0.140  0.758  0.418  0.194  0.053  0.041  
8 0.055  0.273  -0.891  0.072  0.322  0.122  0.067  -0.003  

 

表6.3    特征向量
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 利用主成分得分进行综合评价时，从特征向量我们可以
写出所有8个主成分的具体形式：

* * * *

1 1 2 3 4

* * * *

5 6 7 8

0.476 0.473 0.424 0.213

0.388 0.352 0.215 0.055

Y X X X X

X X X X

   

   
 

 
* * * *

2 1 2 3 4

* * * *

5 6 7 8

0.296 0.278 0.378 0.451

0.331 0.403 0.377 0.273

Y X X X X

X X X X

   

   

…… 
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 我们以特征根为权，对8个主成分进行加权综合，得出
各工业部门的综合得分。

 综合得分的计算公式是：

 根据上式可计算出各工业部门的综合得分，并可据此排
序。具体数据见表6.4。

 81 2
1 2 88 8 8

1 1 1
i i i

i i i

Y Y Y Y
 

  
  

   

  
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行业 Y1 Y2 …… Y8 综合得分 排序 

冶金 1.475 0.759 …… 0.004 0.911 2 

电力 0.498 -2.592 …… 0.067 -0.654 12 

煤炭 1.056 -3.226 …… -0.024 -0.629 11 

化学 0.460 1.184 …… -0.052 0.618 3 

机器 4.528 2.262 …… 0.023 2.589 1 

建材 0.330 -1.774 …… -0.067 -0.602 10 

森工 -1.103 -0.318 …… -0.035 -0.573 9 

食品 -2.195 2.244 …… -0.052 0.155 4 

纺织 -0.841 0.896 …… -0.001 0.033 5 

缝纫 -2.032 0.825 …… 0.073 -0.476 8 

皮革 -0.713  -0.756  …… -0.030  -0.659 13 

造纸 -1.201  0.030  …… 0.079  -0.437 7 

文教 -0.263  0.464  …… 0.015  -0.276 6 

 

表6.4    各行业主成分得分及排序

从左表可以看出，
机器行业在该地区
的综合评价排在第
一。

原始数据也反映
出机器行业存在明
显的规模优势。

另外从前两个主
成分得分上看，该
行业也排在第一位，
同样存在效益优势。

而排在最后三位的分别是皮革行业、电力行业和煤炭行业。
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案例2

66
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第四节主成份回归

 多元线性回归

 主成份回归的原理

 主成份回归的应用
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一、多元线性回归

 样本回归模型：

 模型系数向量估计量为：

74

0

0(1 ) 1n nY X X


   


 
     

 

     
1

0
1 1 1n n nX X X Y





         
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二、主成份回归的原理
 最小二乘估计的假定前提之一：自变量不相关，即自变
量之间不存在共线性问题。但在经济管理中，许多经济
变量之间都存在相关关系。

 解决此问题的一个方法就是：

 先对模型中的自变量进行主成份分析，并提取一定
的主成份；

 然后用因变量对所取的主成份进行回归；

 最后，再将因变量对所提取的主成份的回归方程转
化为对原自变量的回归方程。

这就是主成份回归。

75
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 实际上，对于上述回归模型中的自变量

的样本观测数据，若进行主成份分析，则可得k个主成
份分别为：

76

1 2, , , pX X X

1 11 1 12 2 1

2 21 1 22 2 2

1 1 2 2

p p

p p

k k k kk k

Z t X t X t X

Z t X t X t X

Z t X t X t X

   


   


    
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 记第i个样品在第j个主成份上的得分为 ，并记全部样
本的主成份得分矩阵为 ，记主成份系数矩阵为

，即有：

 若主成份分析是根据样本协方差S做出的，则主成份得
分矩阵为：

 若主成份分析是根据样本相关阵R做出的，则主成份得
分矩阵为：
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11 12 1

21 22 2

1 2

k

k

n n nk

z z z

z z z
Z

z z z

 
 
 
 
 
 

11 12 1

21 22 2

1 2

k

k

n n nk

t t t

t t t
T

t t t

 
 
 
 
 
 

0Z X T

Z X T  

ijZ

 ij n k
Z z




 ij n k
T t






互联网新技术在线教育领航者

 若将主成份得分矩阵看作是自变量的样本观测矩阵，建
立因变量Y对k个主成份的线性回归方程：

 或者：

 由于此回归方程的因变量与原回归方程的因变量相同，
所以随机误差项也相同，并且 ，
即可使用最小二乘法进行系数的估计。

78

0 1 1 k kY r r z r z     

0 1 1 k kY r r z r z         

   2 20,E E   
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 则模型系数的估计量为：

 或者：

 主成份回归的系数向量估计值与相应的原自变量回归系数
向量估计值之间的关系：

 根据上述系数值即可得出因变量与原始变量的回归模型。

79
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nn
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    

ˆ ˆˆ ˆTr T r     或者

在计算主成份得
分值时，所用的
变量数据都是经
过中心化或标准
化变换的。
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三、主成份回归实例

80
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 可以看出，变量X1,X2,X5,X6两两之间有很高的相关性。

 因此，应进行主成份回归。

81
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 先对自变量进行主成份分析。相关阵的特征根和特征向
量如下：

 取前三个主成份即可。

82
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 这三个主成份为：

 第一主成份反映经济发展的综合水平；第二主成份是反映
人力资源利用状况的综合指数；第三主成份是反映人力资
源与经济发展的其他方面结构协调程度的一个综合指数。
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 将各年份每一变量的标准化数值代入这3个主成份，得
到各年份的3个主成份得分。

84
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 用这3个主成份作自变量，用上表的得分值作为样本数
据，建立回归模型，使用最小二乘法得到：

 则由原自变量表示的回归方程的系数向量估计值为：

85

1 2 3
ˆ 2170.75 55.6130 108.7449 19.8311Y z z z     
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 由此，可得出用原标准化自变量表示的回归方程为：

86

1 2 3

4 5 6

ˆ 2170.75 29.0164 25.9450 32.4459

109.1430 16.8700 23.3834

Y X X X

X X X

  

  

   

  
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LOGO疑问
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