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 第一节因子分析模型

 第二节因子载荷矩阵求解

 第三节公因子重要性的分析
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 因子分析(factor analysis)是研究观测变量变动的
共同原因和特殊原因，从而达到简化变量结构
的目的的多元统计分析方法。

 因子分析的主要应用有两个方面，一寻求变量
的基本结构，简化变量系统；二是用于分类，
根据因子得分值，在因子轴所构成的空间中将
变量或者样本进行分类（能够分析样品间差异
的原因）。

 常用的因子分析类型是R型因子分析和Q型因子
分析。
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第一节因子分析模型

2017/7/27 7

 因子分析的数学模型

 因子载荷阵的统计含义
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一、因子分析的数学模型

（一）R型因子分析模型

 R因子分析是将每一个变量都表示成公共因子
的线性函数与特殊因子之和，即

（7.1）

 （7.1）式中的 称为公共因子， 称

为 的特殊因子。该模型可用矩阵表示为：

（7.2）

 1 1 2 2 , 1,2, ,i i i im m iX a F a F a F i p     

1 2, , , mF F F i

iX

 X AF ε
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用矩阵表示：

公共因子或潜在因子。该因子模型看似多元线性模
型，但要注意公共因子是不可观测变量且只存在于
某种理论意义之中。可理解为在高维空间中的互相
垂直的m个坐标轴。
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 例如：在医学科学研究中，很多情况下要研究
的变量是不能或不易直接测量得到的。

 如，要研究家庭环境(x)、社会环境(y)和学校环
境(z)对儿童智商(IQ)的发育影响问题，这四个
变量都是不能或不易直接观测得到的。称这种
不能或不易直接观测得到的变量为潜在变量
(1atent variable)或潜在因子(1atent factor)，即公
共因子。
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 虽然潜在变量不能直接测得，但是它一定与某些可测变
量有着某种程度的关联。例如，儿童的智商这个潜在变
量一定影响其在学校所取得的数学、语文、绘画、音乐
、体育、自然常识等各科的成绩，因此，可以利用这些
有关的指标去描述智商这个假设的理论变量。

 我们更感兴趣于理论变量之间的关联性研究，而不是单
一指标之间的关联性研究，因为前者包含了更多的综合
信息。比如，研究家庭环境对孩子的智力的影响显然比
仅研究孩子父亲的文化程度对孩子的数学成绩的影响要
全面、深入，而且有意义得多。
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 例：学生高考成绩，要考语文、数学、物理、化学、生
物、历史、地理、外语等科目。从教育学上来看，学生
各科成绩的好坏主要是各个学生的阅读能力、抽象能力
、记忆能力和学习刻苦努力程度支配的。因此，学生各
科成绩这些指标的变动就取决于上述四个共同因素和其
它一些特殊因素的作用。

 再例：对国民经济系统运行的观测指标有国内生产总值
、国民收入、社会商品零售额、库存额、物价指数、货
币发行量、失业率、固定资产投资率、城乡居民储蓄存
款额、固定资产总额、财政收入、财政支出、进出口总
额、国际收支余额等。这些指标的数值大小取决于该国
的社会经济制度、银行制度、市场机制、人口数量、科
学技术水平等因素。
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这里：
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用矩阵表示：
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构造模型时满足：

（1） ；

（2） ,即公共因子与特殊因子是不相关的；

（3） ，即各个公共因子不相关

且方差为1；

m p

Cov( , ) 0F ε

1 0

1
( )
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F mD
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 
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（4） ，即各个特殊因子不相关，

方差不要求相等。

2

1

2

2

2

0

( )

0 p

D







 
 
  
 
 
  

D ε



互联网新技术在线教育领航者

 类似地，Q型因子分析的数学模型可表示为：

(7.3)

 Q型因子分析与R型因子分析模型的差异体现在，

表示的是n个样品。

 1 1 2 2 , 1,2, ,i i i im m iX a F a F a F i n     

nXXX ,,, 21 
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（二）Q型因子分析（因子得分）
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主成份分析与因子分析的异同

相同点：

 无论是R型或Q型因子分析，都用公共因子F

代替X，一般要求m<p，m<n，因此，因子分
析与主成分分析一样，也是一种降低变量维
数的方法。

 因子分析的求解过程同主成分分析类似，也
是从一个协方差阵出发的。
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 主成份分析的数学模型本质上是一种线性变
换，是将原始坐标变换到变异程度大的方向
上去，相当于从空间上转换观看数据的角度，
突出数据变异的方向，归纳重要信息。

 而因子分析从本质上看是从显在变量去“提
练”潜在因子的过程。

18

因子分析与主成份分析的区别
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 正因为因子分析是一个提练潜在因子的过程，
因子的个数m取多大是要通过一定规则确定
的，并且因子的形式也不是唯一确定的。

 一般说来，作为“自变量”的因子F1，
F2，…，Fm是不可直接观测的。
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 第一，变量X的协差阵 的分解式为

 由模型（7.2）式所满足的条件知

（7.4）

 如果X为标准化的随机向量，则 就是相关矩阵

，即

Σ

( ) ( ) [( )( ) ]

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

D D E

E E E E

D D

    

        

 

X AF ε AF ε AF ε

A FF A A Fε εF A εε

A F A ε


 Σ AA D

Σ

( )ijR


 R AA D
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因子载荷阵不唯一的原因：
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 第二，对于 的正交矩阵 ,令

模型可以表示为：

 由于

所以仍然满足模型的条件。

 同样 也可以分解为

 因此，因子载荷矩阵 不是唯一的。

m m T
* *  A AT,F T F

* * X A F ε

*( ) ( ) m mD D 
   F T F T T T I

* *Cov( , ) ( ) ( ) 0E E    F ε F ε T Fε

Σ
* *


 Σ A A D

A
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1．因子载荷 的统计意义

 对于因子模型

 可以得到， 与 的协方差为：

ija

1 1 2 2i i i ij j im m iX a F a F a F a F       

 1,2, ,i p

iX
jF

1

1

Cov( , ) Cov( , )

= Cov( , ) Cov( , )

m

i j ik k i j

k

m

ik k j i j ij

k

X F a F F

a F F F a









 

 





二、因子载荷阵的统计意义
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 如果对 作了标准化处理， 的标准差为1，且

的标准差为1，有

（7.6）

 那么，对于标准化后的 ， 是 与 的相关系数，表
示 依赖 的分量（比重）。因此统计学上也称其为
权。

 由于历史的原因，心理学家将它叫做载荷，表示第i个
变量在第j个公共因子上的负荷，它反映了第i个变量在

第j个公共因子上的相对重要性。

iX

jF

,

Cov( , )
Cov( , )

( ) ( )i j

i j

X F i j ij

i j

X F
r X F a

D X D F
  
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iX iX jF

iX jF
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2．变量共同度 的统计意义

 由因子模型，知

（7.8）

 变量 的共同度为：
2 2

1

1,2, ,
m

i ij

j

h a i p


 iX

2 2 2

1 1 2 2
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    
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如果对 作了标准化处理，有

（7.9）2 21 i ih  

iX
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3、公因子 的方差贡献 的统计意义

 设因子载荷矩阵为 ，称第j列元素的平方和，
即:

为公共因子 对 的贡献，即 表示同一公共因子
对各变量所提供的方差贡献之总和，反映该因
子对全部变量的总影响。

 它是衡量每一个公共因子相对重要性的一个尺
度。公共因子 的相对重要性可用 来衡
量，它称为公共因子 对 的贡献率。

2017/7/27 25
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 因子分析的目的就是要由原始随机向量的协
差阵 或相关阵 求出因子分析模型的解，
即求出载荷阵 和特性方差阵 ，并给公因
子赋予有实际背景的解释。

2017/7/27 26
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第二节因子载荷阵求解

27

 因子载荷矩阵的求解

 约相关阵的估计
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一、因子载荷矩阵的求解-主因子法

 实际应用中建立因子分析的具体模型，关键是
根据样本数据估计载荷矩阵 。“主轴因子法
”是一种常用的估计 的方法。

 假定原始向量 已作了标准化
变换。如果随机向量 满足因子模型（7.2）式
，已知 的相关阵为 ，由（7.5）式知

28

A

1 2( , , , )pX X X X

X

R


 R AA D

A

X

( ) ( ) [( )( ) ]

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

D D E

E E E E

D D

    

        

 

X AF ε AF ε AF ε

A FF A A Fε εF A εε

A F A ε



互联网新技术在线教育领航者

 令

则称 为 的约相关阵。 中的主对角线的元素
是 而不是1，非对角线的元素和 中的完全一
样，并且 是一个非负定矩阵。

 这里记 ，那么

（7.10）
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 的解是不唯一的，可以有许多。这种方法要

求得到的解使第一公共因子 对 的贡献

达到最大，第二共因子 对 的贡献

达到次之，…… ，第 个公共因子 对 的贡

献最小。即相应的“贡献”依次为

。
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反映了该公共因子对全部变量的总方差所作的贡献，
即反映了该公共因子对全部变量的总影响程度。
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 现在求 向量，在条件

， 下，使得 达

到最大值。

 这是一个条件极值问题，在此构造目标函数为

：

其中 是拉氏系数，由于

是对称阵，所以
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 于是有：

 两式合并，得到

， ；

（7.12）

 其中：
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 用 乘（7.12）式，并对i求和，得

 应该注意到，

 即有

（7.13）

33

1ia

2

1 1 1

1 1 1

( ) 0, 1,2, ,
p p p

ij i jt t i

j i i

a a a t m 
  

    

2 2

1 1 1 1 1 1

1 1 1

,
p p p

i ji j i ij i j

i j i

g a a a a a 
  

     

2

1 1 1

1

0, 1,2, ,
p

j jt t

j

a a g t m


  

ij= ji,由①式得：

1 1

1

0
p

ij jt t i

j

a a 


 

1 1

1

0
p

i ij j

j

a a


 



互联网新技术在线教育领航者

 用 乘（7.13）式，并对t求和，得

 由于 ， 那么

 用向量表示为

34
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 则有

因此，是约相关阵 的最大特征根， 是相应于 的特征向量

 如果记约相关阵 的最大特征根为 ，相应的单位特征向量

为 。考虑约束条件

且 ，则 应取为 。

 显然，A1仍然是相应于 的一个特征向量，且满足

这样就得到A阵中的第一列
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 为了求得载荷矩阵 中其余 列，应该注意

到约相关阵 的谱分解式为

36
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 约相关阵 还可以分解为（谱分解）：

 因此，求出 后，将 减去 ，就得

* * * * * * *

1 1

1 2

p p

i i i i i i

i i
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 对于矩阵 重复上面的讨论必然有：

即有
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 因此，可以看出，需取

，即 是约相关阵 的第二

大特征根 ， 是相应于 且满足

的特征向量。依此类推

，可以求得

 其中， 约相关阵 的第t大特征根，为相应

的单位特征向量。
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* * * * * *
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 这样就求得载荷矩阵为：

 这样在模型上就解决了从约相关阵R*出发求载
荷矩阵A 。
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二、约相关阵的估计

 上面的分析是以首先得到约相关阵 为基础的

，在实际应用中，相关矩阵 和个性方差矩阵

一般是未知的。 可以用样本相关阵来估计，而

对 的估计则较困难。由（7.9）式知

 所以，估计个性方差 等价于估计共性方差

。
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个性方差 （或共性方差 ）的常用初始估计方法

(1)     取为原始变量 与其它所有原始变量

的复相关系数的平方，则

。（即变量 与其余p-1个变量线性回

归的判定系数）

(2)取 ，其中 为 中的元素，则

。（即取 与其余变量的简单相关系

数的最大值）。
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（3）设 为 的第i行上主对角线以外的两个最大

值，取 ，则 。

（4）取 ，则 。这样得到的 ，实际上是

针对 主成分解（主成份法）。

 这些方法都要求同时给出公共因子数m的值。在实

践中，当m不能被事先给定时，可按约相关阵

的特征根的大小次序抽取，当 与

接近时终止。
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 在进行因子分析时，因子的个数 应该取为多

少呢？一般可以采用确定主成份个数的原则，

也就是寻找一个使得 达到较大百分

比（如至少85%）的自然数m。取 的前m个

正特征值 及相应的正交单位

特征向量 ，可以分解式 。
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 其中 ，这

样可以得到 的最终估计为

 在此，我们称 和 为因子模

型的主因子解。
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三、主成份法

 由推导可知，用主成份法得到的各个公共因
子的载荷与相应的主成份的系数仅相差一个
常数 倍即因子载荷阵为：

 在主成份法下，给定公共因子数目q<p,此时
要求公共因子的方差

 主成份法的缺点是：有时误差比较大。
49
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第三节公因子重要性的分析

53

 因子旋转

 因子得分
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 因子旋转方法有正交旋转和斜交旋转两类，其

中，正交旋转是对公共因子作正交旋转，就是

对载荷矩阵 作一正交变换，右乘正交矩阵 (

即将因子轴旋转)，使得 有更鲜明的实际意

义。

 即使旋转后的因子载荷阵结构简化，便于对公

共因子进行解释。所谓结构简化就是使每个变

量仅在一个公共因子上有较大的载荷，而在其

余公共因子上的载荷比较小，至多是中等大小

。 54

A Γ

AΓ

一、因子旋转
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 旋转以后的公共因子向量为 ，它的各

个分量 也是互不相关的公共因子

。

 根据正交矩阵 的不同选取方式，将构造出不

同的正交旋转的方法。常用的方法是最大方差

旋转法（varimax）。
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令

56

* * *( ) , /ij p m ij ij ia d a h  A AΓ 2

1

1 p

j ij

i

d d
p 

 
 由于各变量Xi在某一个因子Fj上的载荷 的平
方是该因子对该变量的共性方差的贡献，而各
个变量的共性方差一般又是互不相同的，若某
个变量Xi的共性方差较大，则分配在各个因子
上的载荷就大些；反之就小些。因此，为了消
除各个变量的共性方差大小不同的影响，计算
某一因子上的载荷的方差时，要先将各个载荷
的平方除以共性方差，即类似与将其标准化，
然后计算标准化后的载荷的方差。

*

ija

正交变换后各变量的共性方差不变
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令

则 的第 列元素平方的相对方差可定义为：
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 所谓最大方差旋转法就是选择正交矩阵 ，使得

矩阵 所有m个列元素平方的相对方差之和

（7.16）

达到最大。

Γ

*
A

1 2 mV V V V   
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 对公因子Fl和Fk进行旋转，就是对A的第l和k两列进
行正交变换，使这两列元素平方的相对方差之和达
到最大，而其余各列不变，其正交变换矩阵为
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 每次取两个全部配对旋转，共 次，算一个循
环，此时因子载荷矩阵为

 然后在第一次旋转的基础上再进行第二轮循环
、第三轮循环，这样依次继续下去，每次循环
得到的因子载荷阵的各因子载荷总方差将会逐
步增大，即有单调上升序列。因为载荷阵的元
素的绝对值均不大于1，因此该方差序列有上界
，即此序列一定会收敛到某一个极限。在实践
中，经过若干次循环后，当载荷阵的方差改变
不大时，就可停止选择。

2

mC
* (1) (1) (1)

(1) 12 13 ( 1)...... m mA A    
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二、因子得分

 在因子分析模型 中，如果不考虑特殊

因子的影响，当m=p且 可逆时，可以从每个

样品的指标取值 计算出其在因子 上的相应取

值： ，即该样品在因子 上的“得分

”情况，简称为该样品的因子得分。

 但是因子分析模在实际应用中要求m<p，因此

，不能精确计算出因子的得分情况，只能对因

子得分进行估计。用来求因子得分值的常用方

法有汤姆生法和巴特莱特法两种。

60
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 该方法假设公共因子可对p个原始变量作回归，
即

（7.18）

 如果 都标准化了，回归的常数项为零，
即

61

0 1 1
ˆ , 1, ,j j j jp pF b b X b X j m    

ij XF ,

00 jb
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 由因子载荷的统计意义（7.6）式知道，对于任
意的 都有

 记 ，则上式可写成矩阵形式为
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 于是

 即得因子得分的估算公式

其中 是 的相关系数矩阵。
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LOGO疑问
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