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第一节 引言

 相应分析(correspondence analysis)也叫对应分析，
其特点是它所研究的变量可以是定性的。通常
意义下的相应分析，是指对两个定性变量（因
素）的多种水平进行相应性研究，因而它的应
用越来越广泛，现在这种方法已经成为常用的
多元分析方法之一。
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 在社会、经济以及其他领域中，进行数据分析时经常要
处理因素与因素之间的关系，及因素内部各个水平之间
的相互关系。

 例如，评价某一个行业所属企业的经济效益，我们不仅
要研究因素A，即企业按照经济效益好坏的分类情况，
以及要研究因素B，即经济效益指标之间的关系，还要
研究哪些企业与哪些经济效益指标更密切一些。这就需
要相应分析的方法，将经济效益指标和企业状况放在一
起进行分类、作图，以便更好的描述两者之间的关系，

在经济意义上做出切合实际的解释。

5



互联网新技术在线教育领航者

 相应分析也可以称为R-Q型分析，它是在R型和
Q型因子分析基础上发展起来的一种多元统计
分析方法。相应分析把R型和Q型因子分析统一
起来处理，不仅能反映出变量之间的结构和样
品之间的结构，而且更重要的是能反映变量结
构和样品结构之间的关系，给分析结构带来很
大的便利，是一种十分有用的多元统计分析方
法。
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第二节列联表

 列联表的概念

 有关记号
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一、列联表的概念

 设有两组因素A和B，其中因素A包含r个水平，
即A1，A2，…，Ar；因素B包含c个水平，即B1 ，
B2 ，…，Bc 。又设有受制于这两个因素的载体
(或客体)的集合总体G。我们希望通过对总体G

关于这两组因素的有关资料(或抽样资料)，来
分析这两组因素的关系。
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因素B   
因素 A  

得肺癌（
1B ） 不得肺癌（

2B ）  

吸烟（ 1A ） 11k  12k  1.k  

不吸烟（ 2A ） 21k  22k  2.k  

 
.1k  .2k  .. ijk k k   

 
表8.1      2×2二维列联表

例如，要考查在某个人群中关于吸烟或不吸烟(因素A)与得肺癌或不得肺癌(因素
B)两组因素之间的关系。通常的作法是，随机地从该人群中抽样，对这两种因
素进行调查，设调查了k个人，得到一个二维列联表，见表8.1。
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一般地，设受制于某个载体总体的两个因素为 A和B ，其中

因素 A 包含 r 个水平，即 1 2, , rA A A ；因素 B 包含 c 个水

平，即 1 2, , cB B B 。对这两组因素作随机抽样调查，得到

一个 r c 的二维列联表，记为 ( )ij r ck K ，见表 8.2。 

因素 B   

 

1B  
2B   

cB   

1A  
11k  

12k   
1ck  

1.k  

2A  
21k  

22k   
2ck  

2.k  

      

因 

素 

A  

rA  
1rk  

2rk   
rck  

.rk  

 
.1k  .2k   

.ck  .. ijk k k   
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二、有关记号

 
因素 B   

1B  2B   
cB   

因 

素 

A  

1A  11f  12f   
1cf  1.f  

2A  21f  22f   
2cf  2.f  

      

rA  1rf  2rf   
rcf  .rf  

 .1f  .2f   
.cf  ..1 ijf f   

 

 为了叙述方便，先引进一些基本概念和记号。

 将列联表K(表8.2)转化为频率矩阵，记为F=(fij) r c，见表
8.3。

表8.3    一般的二维频率表
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表 8.3 中 /ij ijf k k 是样本中属于因素 A 的第 i 个水平和

因素 B 的第 j 个水平的百分比； .

1

c

i ij

j

f f


 ，
.

1

r

j ij

i

f f


 ，

1,2, ,i r ， 1,2, ,j c 。这里我们记 

1. 2. .( , , , )r rf f f f ，  .1 .2 .( , , , )c cf f f f ， 

1. 2. .( , , , ) ( )r r rdiag f f f diag D f ， 

.1 .2 .( , , , ) ( )c c cdiag f f f diag D f  

那么有， 

r cf FI ， c r
f F I              （8.1） 

1r r c c r c
    I f I f I FI           （8.2） 

其中 1(1,1, ,1)r r
I ， 1(1,1, ,1)c c

I 。 
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从数理统计的角度，K 可视为对两个随机变量(记为 和 )

调查得到的二维列联表，频率矩阵 F则表示它们相应的经验

联合抽样分布为  

{ , } ijP i j f    ， 1,2, ,i r ， 1,2, ,j c  

其中  与  分别表示因素 A 和因素 B 的随机变量。

1. 2. .( , , , )rf f f 和
.1 .2 .( , , , )cf f f 分别为二维随机变量（ ，

）的抽样边际分布。在此，我们称
rD 和

cD 分别为 和 的

边际阵。那么，有条件概率为  

.

{ , }
{ | }

{ }

ij

i

fP i j
P j i

P i f

 
 



 
   


， 1,2, ,j c  
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在此称 

1 2

. . .

, , ,i ci i ic
c

i i i

f f f

f f f

 
  
 

f R            （8.3） 

为因素 A的第 i 个水平分布轮廓。称 1

r


D F 为因素 A 的轮廓矩

阵 。 这 里 应 该 注 意 到 ，
i

cf ， 1,2, ,i r 是 超 平 面

1 2 1rx x x   的一点集。 

同理，因素 B 的第 j 个水平的分布轮廓为  

1 2

. . .

, , ,
j j cjj r

r

j j j

f f f

f f f

 
   
 

f R           （8.4） 
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并称 1

c

 D F 为因素 B 的轮廓矩阵，同样 j

rf ， 1,2, ,j c 是

超平面
1 2 1cy y y   的一点集。这里有 

.

{ , }
{ | }

{ }

ij

j

fP i j
P i j

P j f

 
 



 
   


，  1,2, ,i r  

最后，由（8.1）式和（8.2）式我们应该明确 

r r cD I FI ，    1r r r r c
 I D I = I FI = ，    （8.5） 

c c r
D I F I ，   1c c c c r

   I D I I F I ，  （8.6） 

从（8.5）式和（8.6）式我们清楚地看到， rD 和 cD 中的元素

起到了权重的作用，称其为权重矩阵。 
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第三节相应分析的基本理论

 原始资料的变换

 基于矩阵的分析过程
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 相应分析的主要目的是寻求列联表行因素A和列因素B

的基本分析特征和它们的最优联立表示。

 为了实现行因素A与列因素B最优联立表示，进一步剖
析行因素A内部之间，列因素B内部之间，以及因素A和
列因素B之间的关系，

 这里将介绍原始的列联资料K=(kij) r c变换成矩阵Z=(zij) 

r c的具体过程，这样使得zij对因素A和列因素B具有对

等性，在此基础上进行相应分析。
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 若要进行R型因子分析，需要计算所考察变
量的协差阵。对于所考察的p个变量，其变
量间的叉积矩阵是 ,其中

 若要进行Q型因子分析，需要计算所考察变
量的协差阵。对于所考察的n个样品，其样
品间的叉积矩阵是 ,其中

18

( )ij p pA a 

. .

1

( )( )
n

ij ki i kj j

k

a x x x x


  

( )ij n nA a 



. .

1

( )( )
p

ij ik i jk j

k

a x x x x



  

为什么要把列联资料换成矩阵Z？
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 显然，变量间的叉积矩阵和样品的叉积矩阵阶数不同，
一般来说，二者的非零特征根也不一样。

 如果能将列联表做一变换，将其变换为Z，使得Z’Z和
ZZ’能起到叉积矩阵A和A*同样作用，那么由矩阵理论
可知，矩阵Z’Z和ZZ’有相同的非零特征根，他们相应的
特征向量也有密切的关系，这样不仅在计算时带来了方
便，而且由于变量的各因子和样品的各相应因子的尺度
相同，从而可以将变量的主因子和样品的主因子在同一
个坐标系内给出，使对变量的因子分析和样品的因子分
析相对照，从而对观测数据的分析就更清晰明了了。
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一、原始资料的变换

设 ( )ij r ck K 为一个 r c 的列联资料，其转化后的频率矩

阵为 ( )ij r cf F 。我们针对因素 A 而言，由（8.3）式知，

第 i 个水 平分布轮廓 i c

c f R  1,2, ,i r 为 超平面

1 2 1rx x x   的一点集。如果我考虑因素 A 中各水平之

间的远近，引入欧氏距离，那么第 i 个水平和第 i个水平之

间的欧氏距离为  

 
2

2

1 . .

( , )
c

ij i j

j i i

f f
D i i

f f



 

 
   

 
             （8.7） 
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这样定义的距离没有考虑到因素 B 的各水平边际概率的

影响，为了消除因素 B 各个水平数量级的影响，应该对每

一项加一个权数 .1/ jf ，即有： 

    

2

2

1 . . .

1
( , )

c
ij i j

w

j i i j

f f
D i i

f f f



 

 
   

 
  

2

1 . . . .

c
ij i j

j i j i j

f f

f f f f



 

 
  
 
 

   （8.8） 

我们称
2 ( , )wD i i 为因素 A中第 i 个水平和第 i个水平之间

2 距离。 
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这里应该注意到，（8.8）式所定义的距离 2 ( , )wD i i ，也可以

看作是点集 1 2

. .1 . .2 . .

, , ,i i ic

i i i c

f f f

f f f f f f

 
 
 
 

中两点 i 和 i 之

间的欧氏距离（ 1,2, ,i r ）。那么，我们从加权的角度考

察这 r 个点的平均水平，其第 j 个分量的平均水平为 

. .

1 1. . .

1r r
ij

i ij j

i ii j j

f
f f f

f f f 

    ，  1,2, ,j c    

（8.9） 

从而，计算出关于因素 B 各水平构成的协差阵为 

( )c ij c ca Σ                 （8.10） 
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其中， 

. . .

1 . . . .

r
ji

ij i j

i j

ff
a f f f

f f f f




  

  
     

  
  

  

. .. .

1 . . . .

r
j ji i

i j

f f ff f f

f f f f

  

  

   
   

  
  

  

1

r

i jz z 


   
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这里  

 . . .. . .. . ..

. . . .. . ..

/ ( / )( / )

( / )( / )

i i i i
i

i i

f f f k x k x k x
z

f f k x k x

   


 

 
   

    

 . . ..

. .

( / )i i

i

k k k k

k k

 




  

 

1,2, , 1,2, ,r i c    

 

令 ( )ij r cz Z ，则（8.10）式可表示为 

 

c
Σ Z Z               （8.11） 
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类似地，由（8.4）式知，针对因素B 的第 j 个水平的分布轮廓
j

rf rR ， 它 是 超 平 面
1 2 1cy y y   的 一 点 集 ，

1,2, ,j c 。同样，变换以后所得到的关于因素 A 各水平构

成的协差阵为  

r
Σ ZZ               （8.12） 

这里我们需要说明的是，将原始列联表设 ( )ij r ck K 中的数据

变换成矩阵 ( )ij r cz Z 时，则因素 A 和因素B 各个水平构成

的协差阵分别为 r
Σ ZZ 和 c

Σ Z Z ，矩阵 rΣ 和 cΣ 存在简

单的对等关系，这样如果把原始列联表中的数据 ijk 变换成 ijz

以后， ijz 对于两个因素具有对等性。  

25
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二、基于矩阵的分析过程
由矩阵的知识我们知道，

r
Σ ZZ 和

c
Σ Z Z 有完全相同

的非零特征根，记为
1 2 m     ，0 min{ , }m r c  ，

设
1 2, , , mu u u 为相对于特征根

1 2, , , m   的关于因素B

各水平构成的协差阵
cΣ 的特征向量，则有 

c j j j j Σ u Z Zu u                （8.13） 

 

用矩阵 Z 左乘（8.13）式两端得 

 

( ) ( )j j j ZZ Zu Zu  

 

即有 

( ) ( )r j j jΣ Zu Zu                 （8.14） 
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 （8.14）式表明Zuj为相对于特征值λj的关于因素A各水
平构成的协差阵∑r的特征向量。

 这样我们就建立了相应分析中R型因子分析和Q型因子
分析的关系。即Q型因子分析的载荷矩阵可由R型因子
分析的载荷矩阵经过一个线性变换而得到。也就是说，
我们可以从R型因子分析出发而直接得到Q型因子分析
的结果。
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 这里需要强调的是，由于∑r和∑c有相同的特征根，而这
些特征根又表示各个公共因子所提供的方差。那么，在
因素B的c维空间Rc中的第一公共因子，第二公共因子直
到第m个公共因子与因素A的r维空间Rr中相对于的各个
主因子在总方差中所占的百分比就完全相同。这样就可
以用相同的因子轴同时描述两个因素各个水平的情况，
把两个因素的各个水平的状况同时反映到具有相同坐标
轴的因子平面上。

 一般情形，我们取两个公共因子，这样就可以在一张二
维平面图上绘出两个因素各个水平的情况，即可以直观
地描述两个因素A和因素B以及各个水平之间的相关关
系。
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 实践中，由于变量间协差阵的阶数通常小于
样品间协差阵的阶数，所以从R型因子分析
出发进行计算比较简单。
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第四节 相应分析中应注意的问题

 相应分析是分析两组或多组变量之间关系的
有效方法，在离散情况下，它是从资料出发
通过建立因素间的二维或多维列联表来对数
据进行分析。在此我们要问，这种分析是否
有意义，或者说对于所给的数据是否值得做
这种相应分析。
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设二维列联资料为 ( )ij r ck K （见表 8.2），其频率阵为

( )ij r cf F （见表 8.3）。用 .ip 表示因素 A 中第 i 水平发生

时的概率； . jp 表示因素 B 中第 j 水平发生时的概率，那么

其估计值分别为 

.
.

i
i

k
f

k
     和   

.

.

j

j

k
f

k
  

这里我们关心的是因素 A和因素 B 是否独立，由此提出要检

验的问题是 

0H ：因素 A和因素 B 是独立的 

1H ：因素 A和因素 B 不独立 
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统计量为： 
2

2

1 1

ˆ[ ( )]

ˆ ( )

r c
ij ij

i j ij

k E k

E k


 


  

2

. .

1 1 . .

[ / ]

/

r c
ij i j

i j i j

k k k k

k k k 


  

2

1 1

( )
r c

ij

i j

k z
 

                     （8.15） 

其中 . . . .( / ) /ij ij i j i jz k k k k k k  ，当假设 0H ：因素 A和因

素 B 是独立成立时，在 n 足够大的条件下，
2 服从自由度

为 ( 1)( 1)r c  的
2 分布。拒绝区域为： 

2 2

1 [( 1)( 1)]r c      
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通过上面的分析，我们应该注意几个问题。 

第一，这里的
ijz 是原始列联资料 ( )ij r ck K 通过相应变换

以后得到的资料阵 ( )ij r cz Z 的元素。说明 ijz 与 2

统计量有着内在的联系。 

第二，关于因素 B 和因素 A各水平构成的协差阵 cΣ 和 rΣ ，

由（8.15）式知，
2( ) ( ) /c rtr tr k Σ Σ ，这里 (.)tr

表示矩阵的迹。 

第三，独立性检验只能判断因素 A和因素 B 是否独立。如果

因素 A和因素 B 独立，则没有必要进行相应分析；如

果因素 A和因素 B 不独立，可以进一步通过相应分析

考察两因素各个水平之间的相关关系。 
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例1：

 某地环境监测部门对该地所属8个区域的大气
污染状况进行了系统的监测，每天4次同时在各
区域抽取大气样品，测定其中含有的氯、硫化
氢、二氧化硫、碳4、环氧氯内烷、环已烷共6

种气体的浓度。现有某个时期各区域大气中每
种有害气体各次测定的平均浓度资料如下表7．
3，试用相应分析方法对该地各区域的大气污染
状况进行分析。
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例2：
 数据为1992年美国大选的部分数据。要求对选民的最高
学历水平（degree）和所支持的总统候选人（pres92）
进行相应分析。
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Correspondence Table（相应分析表），如表8.4，即列联表。

Correspondence Table 

RS HIGHEST DEGREE VOTE FOR 

CLINTON, 

BUSH, PEROT 

lt high 

school 

high 

school 

junior 

college 
bachelor 

graduate 

degree 

Active 

Margin 

Bush 55 349 48 146 63 661 

Perot 12 159 26 62 19 278 

Clinton 122 436 58 178 111 905 

Active Margin 189 944 132 386 193 1844 

 Active Margin为边际频数。大致可以看出Clinton在各个学历层次都
有最高的票数。
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Overview Row Points(a) 

Contribution 

Score in 

Dimension 

Of Point to 

Inertia of 

Dimension 

Of Dimension to 

Inertia of Point 

VOTE FOR 

CLINTON, 

BUSH, 

PEROT 

Mass 

1 2 

Inertia 

1 2 1 2 Total 

Bush .358 .194 -.156 .002 .098 .544 .931 .069 1.000 

Perot .151 .663 .198 .009 .479 .370 .990 .010 1.000 

Clinton .491 -.346 .053 .008 .423 .086 .997 .003 1.000 

Active 

Total 
1.000     .019 1.000 1.000       

*  Symmetrical normalization 
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Overview Column Points(a) 

Contribution 

Score in 

Dimension 

Of Point to 

Inertia of 

Dimension 

Of Dimension to 

Inertia of Point 

RS HIGHEST 

DEGREE 
Mass 

1 2 

Inertia 

1 2 1 2 Total 

lt high school .102 -.899 .087 .011 .597 .048 .999 .001 1.000 

high school .512 .173 .014 .002 .110 .006 .999 .001 1.000 

junior college .072 .357 .352 .001 .066 .554 .899 .101 1.000 

bachelor .209 .149 -.168 .001 .034 .370 .871 .129 1.000 

graduate degree .105 -.506 -.057 .004 .193 .022 .999 .001 1.000 

Active Total 1.000     .019 1.000 1.000       

*  Symmetrical normalization 

42



互联网新技术在线教育领航者

-1.0 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4

Dimension 1

-0.2

-0.1

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

D
im

e
n

s
io

n
 2

lt high school

high school

junior college

bachelor

graduate degree

Symmetrical Normalization

Column Points for RS HIGHEST DEGREE



互联网新技术在线教育领航者

 可以发现研究生层次的选民（Graduate degree）倾向于具
有实干精神的Clinton，而较Clinton更为激进的Bush更受
high school和Bachelor层次的选民欢迎，Perot仅和junior 

college层次的选民较近。
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LOGO疑问
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LOGO
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