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 在对经济问题的研究和管理中，不仅经常需要考察两个
变量之间的相关程度，而且还经常需要考察多个变量与
多个变量之间即两组变量之间的相关性。

 例如，为了研究扩张性财政政策实施以后对宏观经济发
展的影响，就需要考察有关财政政策的一系列指标如财
政支出总额的增长率、财政赤字增长率、国债发行额的
增长率、税率降低率等与经济发展的一系列指标如国内
生产总值增长率、就业增长率、物价上涨率等两组变量
之间的相关程度。
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第八章典型相关分析

 第一节典型相关的基本理论

 第二节典型相关系数的显著性检验
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典型相关分析（Canonical Correlation）是研究两组
变量之间相关关系的一种多元统计方法。它能够揭
示出两组变量之间的内在联系。
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 一般情况，设 、

是两个相互关联的随机向量，分别在两组变量
中选取若干有代表性的综合变量Ui、Vi，使得
每一个综合变量是原变量的线性组合，即

 典型相关分析的基本思想即是找 、 的一
组线性函数 与 ，以使得它们的相关
系数达到最大。

(1) (1) (1) (1)
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一、典型相关分析的基本思想
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 若存在常向量 ， ，在

的条件下，使得 达到最大，

则称 、 是 、 的第一对典型相

关变量。

 求出第一对典型相关变量之后，可以类似的求

出各对之间互不相关的第二对、第三对等典型

相关变量。这些典型相关变量就反映了 ，

之间的线性相关情况。

(1)
a (1)

b
(1) (1) (1) (2)( ) ( ) 1D D  a X b X
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(1) (1)a X
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b X (1)X (2)X
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二、典型相关分析原理及方法
 设有两组随机向量， 代表第一组的p个变量
， 代表第二组的q个变量，假设p≤q。令
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 首先要计算出各组变量的线性组合——典型变量，并使
其相关系数达到最大。因此，设两组变量的线性组合分
别为：

 易见：

(1) (1) (1) (1)

1 1 2 2 p pU a X a X a X    a X

(2) (2) (2) (2)

1 1 2 2 q qV b X b X b X    b X
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 寻找使相关系数达到最大的向量 a与b，由于随机向量
乘以常数时并不改变它们的相关系数，为防止不必要的
结果重复出现（有唯一解），最好的限制是

令

 那么，问题就成为在（9.1）式的约束条件下，求使

，达到最大的系数向量a与b。

11 22( ) 1, ( ) 1D U D V    Σ Σa a b b
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 根据条件极值的求法引入Lagrange乘数，将问题转化为

求

的极大值，其中λ，ν是Lagrange乘数。
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 将方程组的二式分别左乘 与 则得

即有

 所以 ，知 为线性组合 ，的相关系
数。用 代替方程组中的 ，则方程组写为：
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由此可见， 和
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 令

其中 为p×p阶矩阵， 为q×q阶矩阵。

 因为 ，求 最大值

也就是求 的最大值，而求 的最大值又转化为

求 和 的最大特征根。
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 因此，最大特征根 对应的特征向量

和 就是

所求的典型变量的系数向量。

 即可得

 称U1、V1为第一对典型变量，最大特征根的平
方根 即为两典型变量的相关系数，称为第
一典型相关系数。
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 和 的特征根和特征向量有如下性质：

1.   和 具有相同的非零特征根，所有特征根非负。

2.   和 的特征根均在0～1之间。

3.设 和 的非零特征根为 ，

为 对应于 的特征向量， 为

对应于 的特征向量。
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 如果第一典型变量不足以代表两组原始变量的信息，则
需要求得第二对典型变量，即

 要求第二对典型变量也要满足如下约束条件：

 除此之外，为了有效测度两组变量的相关信息，第二对
典型变量应不再包含第一对典型变量已包含的信息，因
而，需增加约束条件：

（9.12）
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 在式的约束条件下，可求得其相关系数：

的最大值为上述矩阵 和 的第二大特征根 的平方根 ，

其对应的单位特征向量 ， 就是第二对典型变量的系数

向量，称 和 为第二对典型变量，

为第二典型相关系数。

 类似地，依次可求出第r 对典型变量： 和

，其系数向量 和 分别为矩阵 和 的第r

特征根 对应的特征向量。 即 为第r典型相关系数。
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 综上所述，典型变量和典型相关系数的计算可

归结为矩阵 和 特征根及相应特征向量的求解

。如果矩阵 和 的秩为r，则共有r对典型变量

，第k对 典型变量的系数向量分别是矩

阵 和 第k特征根 相应的特征向量，典型相

关系数为 。
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 典型变量具有如下性质：
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第三节样本典型相关分析

样本典型相关变量及典型相关系数的计算

典型相关系数的显著性检验
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一、样本典型相关变量及典型相关系数的计算

 设 服从正态分布 ，从该总体中

抽取样本容量为n的样本，得到下列数据矩阵：
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 样本均值向量：

其中，

 样本协差阵：

其中，

 由此可得 和 的样本估计：
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 另外，若样本数据矩阵已经标准化处理，此时
样本的协差阵就等于样本的相关系数矩阵。

 由此可得矩阵 和 的样本估计：

 求解 和 的特征根及相应的特征向量，即可
得到典型变量及典型相关系数。此时相当于从
相关矩阵出发计算典型变量。
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二、典型相关系数的显著性检验
 在利用样本进行两组变量的典型相关分析时，

应就两组变量的相关性进行检验。

 这是因为，如果两个随机向量 互不相关

， ，那么即使其估计

，进行典型相关分析也是无意义的。

 因此，在用样本数据进行典型相关分析时应就

两组变量的协差阵是否为零进行检验。

24
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 即检验假设

 根据随机向量的检验理论，构造似然比统计量
（用于进行随机向量的独立性检验）为：

在上述的式子中 是矩阵 的第i特征根的估计值

， 。巴特莱特（Bartlett）证明，当

成立时， 近似服从 分布，其中

，自由度 。 25
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在给定的显著性水平 下，当由样本计算的临界

值 时，拒绝原假设，认为两组变量间存在

相关性。

 2

0 0lnQ m f  


2

0Q 
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 在进行典型相关分析时，对于两随机向量

，可以提取出p对典型变量，问题是

进行典型相关分析的目的就是要减少分析变

量，简化两组变量间关系分析，提取 p对变

量是否必要？如何确定保留多少对典型变量

？

27
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 巴特莱特（Bartlett）提出了一个根据样本数据
检验总体典型相关系数 是否等于零
的方法。检验假设为

 用于检验的似然比统计量为：

 可以证明， 近似服从 分布，其
中自由度

28

1 2, , , r  

0 1 2: 0k k rH        1 1: 0kH   

2

1

ˆ(1 )
r

i k

k i
 

  

lnk k kQ m  
2 ( )kf

( )( )kf p k q k  
1

( 1) ( 1)
2

km n k p q     
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 首先检验 。此时k=0 ，
则似然比统计量式为

 若 ，则拒绝原假设，也就是说至少有
一个典型相关系数大于零，自然应是最大的典
型相关系数 。

29
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 若已判定 ，则再检验

此时k=1，则似然比统计量为：

 近似服从 分布，其中 ，

如果 ，则拒绝原假设，也即认为

至少有一个大于零，自然是 。

30
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 若已判断 和 大于零，重复以上步骤直至

，此时令

 如果 ，则 ，

于是总体只有j-1 个典型相关系数不为零，提取

j-1对典型变量进行分析。

31
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 【例9.1】康复俱乐部对20名中年人测量了三个生理指
标：体重(x1),腰围(x2)，脉搏(x3)；三个训练指标：引体
向上次数(y1)，起坐次数(y2)，跳跃次数(y3)。分析生理
指标与训练指标的相关性。数据详见表9.1。

32

变量
样本 X1 X2 X3 Y1 Y2 Y3

1
191 36 50 5 162 60

2
189 37 52 2 110 60

3
193 38 58 12 101 101

4
162 35 62 12 105 37

5
189 35 46 13 155 58

6
182 36 56 4 101 42

7
211 38 56 8 101 38
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33

变量
样本 X1 X2 X3 Y1 Y2 Y3

8 167 34 60 6 125 40

9 176 31 74 15 200 40

10 154 33 56 17 251 250

11 169 34 50 17 120 38

12 166 33 52 13 210 115

13 154 34 64 14 215 105

14 247 46 50 1 50 50

15 193 36 46 6 70 31

16 202 37 62 12 210 120

17 176 37 54 4 60 25

18 157 32 52 11 230 80

19 156 33 54 15 225 73

20 138 33 68 2 110 43
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 根据表9.1数据可得：

11

579.14 65.36 61.86

ˆ 65.36 9.74 7.74

61.86 7.74 49.39

 
 

 
 
   

Σ

22

26.55 218.60 127.67

ˆ 218.60 3718.85 2039.64

127.67 2039.64 2497.91

 
 


 
  

Σ

12

48.32 723.63 272.18

ˆ 8.88 122.87 29.87

5.46 96.45 12.27

   
 

   
 
  

Σ

21

48.32 8.88 5.46

ˆ 723.63 122.87 96.45

272.18 29.87 12.27

  
 

  
 
   

Σ
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1

11

0.00723237 0.047214 0.00165941

ˆ 0.047214 0.42549329 0.00754531

0.00165941 0.00754531 0.02350784



 
 

 
 
  

Σ

1

22

0.0732399 0.0040789 0.00041

ˆ 0.0040789 0.00071416 0.00037

0.0004126 0.0003747 0.000727



  
 

  
 
   

Σ
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计算得 

1 1

11 12 22 21

0.2459454 0.0551887 0.04651367

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ 4.498811 0.90714323 0.7392212

0.0575041 0.0138964 0.01728371

 

  
 

  
 
   

A Σ Σ Σ Σ

1 1

22 21 11 12

0.16178831 2.03428439 0.223085

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ 0.04076171 0.54877371 0.091339

0.0328274 0.4227509 0.03208

 

 
 

 
 
    

B Σ Σ Σ Σ  

求得特征值为：
2

1 ＝0.632994993，
2

2 ＝0.040214862，  

2

3 ＝0.005267145。典型相关系数分别为： 1 ＝0.796， 

2 ＝0.201， 3 ＝0.073。 
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 和 相应的的特征向量分别为：

37

Â B̂

(1) (0.031, 0.493,0.008) a

(2) ( 0.076,0.369, 0.032)  a

(3) ( 0.008,0.158,0.146) a

(1) (0.066,0.017, 0.014) b

(2) ( 0.071,0.002,0.021) b

(3) ( 0.245,0.020, 0.008)  b
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0Q <
2

0.05(9) ＝16.91896016，故在 α＝0.05 下，生理指标与

训练指标之间不存在相关性； 

而在 α＝0.10 下， 0Q >
2

0.10 (9) ＝14.68366，生理指标与训练

指标之间存在相关性，且第一对典型变量相关性显著。 

38

 根据前述的典型相关系数显著性检验方法，对于

， 至少有一个不为零。
0 1 2 3: 0H      1 :H
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 1Q <
2

0.10 (4) ＝7.779434，故在 ＝0.10 下，第二

对典型变量间相关性不显著。 

 说明生理指标和训练指标之间只有一对典型变量，

即： 

1 1 2 30.031 0.493 0.008U X X X    

1 1 2 30.066 0.017 0.014V Y Y Y    

39

3
2

1

2

ˆ(1 ) (1 0.040214862)(1 0.005267145) 0.954729811i

i




      

1 1 1

0

1

1
ln [( 1) ( 1)]ln

2

1
[(20 1) (3 3 1)]ln

2

15.5ln 0.718
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从相关矩阵出发计算典型相关

 为了消除量纲和数量级别的影响，必须对数据
先做标准化变换处理，然后再做典型相关分析
。

 显然，经标准化变换之后的协差阵就是相关系
数矩阵，也即通常应从相关矩阵出发进行典型
相关分析。

40
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 【例9.2】对于例9.1从相关系数矩阵出发进行典型相关
分析。

11

1

ˆ 0.87024349 1

0.365762 0.3528921 1

 
 


 
   

R  

 

22

1

ˆ 0.69572742 1

0.49576018 0.66920608 1

 
 


 
  

R  

 

12 21

0.3896937 0.4930836 0.2262956

ˆ ˆ0.5522321 0.645598 0.1914994

0.15064802 0.22503808 0.03493306

   
      
 
  

R R  
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1 1

11 12 22 21

0.2459455 0.4255619 0.15927699

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ 0.58342554 0.9071432 0.3282724

0.0167929 0.0312927 0.01728372

z

 

  
 

  
 
   

A R R R R

 

1 1

22 21 11 12

0.16178827 0.1718776 0.022998202

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ 0.48244159 0.5487737 0.111448282

0.3184294 0.3464725 0.032080511

z

 

 
 

 
 
    

B R R R R

 计算得 ˆ ˆ,z zA B 的特征值为： 2

1 ＝0.632994993， 

2

2 ＝0.040214862，
2

3 ＝0.005267145。其结果同从协差阵

出发计算的特征值相同，因此检验结果也相同，提取第一

典型变量，按照类似的方法可求得典型变量系数向量： 
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(1)* (0.775, 1.579,0.059) a  

(2)* ( 1.884,1.181, 0.231)  a  

(3)* ( 0.191,0.506,1.051) a  

(1)* (0.349,1.054, 0.716) b  

(2)* ( 0.376,0.123,1.062) b  

(3)* ( 1.297,1.237, 0.419)  b  

可得到标准化的第一对典型变量：  
* (1) (1) (1)

1 1 2 30.7751 1.579 0.059U Z Z Z    

* (2) (2) (2)

1 1 2 30.349 1.054 0.716V Z Z Z    

其中，
(1)

iZ 和
(2)

jZ 分别为原始变量 iX 和 jY 标准化后的结果。 

43



互联网新技术在线教育领航者

 股份公司在发行股票(或债券)时住作连带发行
认股证书(stock warrant)、且有时赠子本公司职
工购股证书(stock option)。

 某月末随机抽取了100家股份公司，调查了与认
股证书和职工购股证书有关的5个指标，它们分
别是上月普通股的最低价格Xl，职工购股证书
价格X2，认股证书价格X3，公司季度盈利率(

％)X4和公司季度红利分配额X5。这5个指标的
样本均值和样本协差矩阵列在了下表中。
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实例1
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LOGO疑问
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